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Einleitung. 


In den letzten Jahren ist verschiedentlich bei kinematischen 
Untersuchungen an Stelle der üblichen geometrisch-synthe- 
tischen Methode, die nur gelegentlich analytischen Einschlag 
zeigt, eine insbesondere von Herrn M. Krause! und seinen 
Schülern vertretene rein analytische Methode, die auf den 
Formeln für die Koordinatentransformation beruht, mit Erfolg 
benutzt worden. In der vorliegenden Arbeit wird dieses Ver- 
fahren in etwas modifizierter Gestalt auf das ebene kreisverwandt- 
veränderliche System angewandt, und es wird eine einheitliche 
Theorie der einförmigen Bewegung desselben, d. i. derjenigen 
Bewegung, bei der zwei Systempunkte dauernd in Ruhe sind, 
entwickelt. Hierbei wird in geeigneter Weise von komplexen 
Koordinaten Gebrauch gemacht und die Theorie der konformen 
Abbildungen kinematisch verwertet. 

Über das einförmig-bewegte kreisverwandt-veränderliche 
ebene System liegt bisher ein Aufsatz von L. Burmester? 
aus dem Jahre 1875 vor; in demselben wird von der Be- 
ziehung Gebrauch gemacht, daß das einförmige kreisverwandt- 
veränderliche System zurückgeführt werden kann auf das 
einförmige ähnlich-veränderliche System und eine von der Be- 
wegung unabhängige zirkulare Inversion. Auf diesem Wege 
ermittelt L. Burmester aus den für das einförmige ähnlich- 
veränderliche System bekannten Lehrsätzen entsprechende 
Lehrsätze für das einförmige kreisverwandt-veränderliche 


! Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung XIX, 1910, 
Heft 11/12. 

? Kinematisch-geometrische Untersuchungen der Bewegung gesetz- 
mäßig-veränderlicher Systeme. Dritte Mitteilung. C. Kreisverwandt-ver- 
änderliche ebene Systeme. Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 20. 
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System und gelangt so insbesondere zu der kreislinigen Be- 
wegung des letzteren, zu den Hüllbahnkurven von Systemkreisen 
bei dieser Bewegung und zu der Gresamtheit der Bewegungen, 
bei denen eine jede der Bahnkurven, als Systemkurve auf- 
gefaßt, ihre eigene Einhüllende ist. 

In der vorliegenden Arbeit wird der folgende Weg ein- 
geschlagen. 

Es werden zunächst über eine analytische Behandlung 
der allgemeinen, d. h. der nicht einförmigen Bewegung, einige 
Betrachtungen angestellt, die als Ausgangspunkt einer ent- 
sprechenden Theorie dienen können. Hierauf werden über 
die einförmige Bewegung und insbesondere über die kreis- 
linige Bewegung einige der von L. Burmester erwähnten 
Lehrsätze sowie eine Anzahl weiterer Resultate hergeleitet, 
z. B. über die geradlinigen Bahnkurven, über die Gruppierung 
der Bahnkreise und der Bahnkreismittelpunkte. Doch wird 
hierbei kein Gewicht auf Vollständigkeit der Betrachtungen 
gelegt, vielmehr dienen dieselben nur dazu, die Eigenart unserer 
analytischen Methode gegenüber der geometrischen Be- 
trachtungssweise darzulegen. Der folgende, wesentlich um- 
fangreichere Teil der Arbeit ist einer tiefergehenden Unter- 
suchung des Bewegungsvorganges'‘ im einförmigen System, 
wie sie bisher nicht vorliegt, gewidmet. Zu diesem Zwecke 
werden nacheinander die Geschwindigkeit, die Beschleunigung, 
die Krümmungstheorie behandelt. Hierbei werden die Ver- 
wandtschaften untersucht, welche zwischen einer System- 
phase einerseits, der Phase der Geschwindigkeiten, der Be- 
schleunigungen, der Krümmungsmittelpunkte andererseits 
bestehen; insbesondere werden bei letzterer Verwandtschaft, 
welche im Gegensatz zu den beiden anderen nicht konform 
ist, die Realitätsverhältnisse diskutiert sowie die Hauptelemente 
und die Koinzidenzpunkte ermittelt. Ferner werden eine 
Anzahl spezieller Fragen, die bei einer kinematischen Unter- 
suchung nahe liegen, beantwortet: es werden die System- 
punkte bestimmt, welche momentan gleich gerichtete Ge- 
schwindigkeit, gleich große Geschwindigkeit, gleich gerichtete 
Beschleunigung‘, gleich große Beschleunigung oder dergleichen 
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mehr besitzen; hierbei gelangen wir zu dem Ort der momentan 
durchlaufenen Wendepunkte der Bahnkurven, der sog. Wende- 
geraden. Weiter werden einige Nebenbetrachtungen an- 
gestellt; z.B. wird eine Differentialgleichung angegeben, deren 
Lösung zu der Gesamtheit der Selbsthüllbewegungen führt; es 
wird die Einhüllende der momentanen Wendetangenten be- 
stimmt u.a.m. An verschiedenen Stellen ergeben sich nebenbei 
geometrische Resultate über die Scharen gleichwinkliger 
logarithmischer Doppelspiralen. Zum Schluß werden die höheren 
Berührungen der Bahnkurve mit Tangente und Krümmung'ss- 
kreis kurz behandelt. 
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Erstes Kapitel. 


Die Bewegung im allgemeinen und im einförmigen 
kreisverwandt-veränderlichen System. 


S 


Normierung der Bewegungsgleichung. 
Die Verwandtschaftspole. Polkurve und Polbahn. 


Ein in sich veränderliches System geht während einer 
vorgelegten Bewegung gegen ein starres Bezugssystem in 
verschiedene Zustände über, die als die Phasen des Systems 
bezeichnet werden. Ein Punkt des veränderlichen Systems, 
kurz als Systempunkt bezeichnet, bewegt sich gegen das 
Bezugssystem auf einer Kurve, der Bahnkurve des System- 
punktes. Eine Kurve des veränderlichen Systems, kurz als 
Systemkurve bezeichnet, geht in verschiedene Gestalten 
über, die Phasen der Systemkurve. Die Einhüllende dieser 
Phasen heißt die Hüllbahnkurve oder die Hüllbahn der 
Systemkurve. 


Ein kreisverwandt-veränderliches ebenes System 
ist ein in sich veränderliches ebenes System, des; 
Phasen durch die Transformation der Kreisverwandt- 
schaft kontinuierlich aus einander hervorgehen. 


Dieser Bewegungsvorgang läßt sich in einfacher Weise 
analytisch ausdrücken. Gegeben seien zwei Ebenen. In jeder 
derselben lege man ein rechtwinkliges Koordinatensytem fest, 
in der einen das System £&, n, in der anderen das System «, y. 
Dann sind die komplexen Koordinaten: 


C=£&+1n 


bez. i 
z=t-+1Y. 


zen (Aa 


Beide Ebenen mögen so zusammenfallen, daß die Ko- 
ordinatensysteme sich decken. Dann stellt die bilineare 


Beziehung 
(Ü) 2 


Erd 


in welcher a, b, c, d komplexe Konstanten bedeuten, eine kreis- 
verwandte Transformation des Systems £ (&,n) in sich dar. 
Im folgenden seien a,b, c, d komplexe Funktionen einer un- 
abhängig-veränderlichen reellen Größe f, die wir der Einfach- 
heit halber als die Zeit auffassen wollen. Dann ist die 
obige Gleichung die Bewegungsgleichung des kreisverwandt- 
veränderlichen Systems £ (&, 7) in komplexen Koordinaten. 


Bei der zu einer jeden Bewegung gehörigen inversen 
Bewegung vertauschen die Ebenen / (&,n) und z (x, y) ihre 
Rollen. Demnach erhält man die Bewegungsgleichung für 
die inverse Bewegung, indem man Gleichung (1) nach £ auflöst. 


Aus der Bewegungsgleichung (1) erkennt man, daß im 
kreisverwandt-veränderlichen System das Unendlich-Ferne, das 
wir in Analogie zur stereographischen Projektion der Kugel- 
fläche als einen Punkt auffassen können, während der Bewegung 
nicht fest ist, vielmehr fällt in jeder Phase ein anderer System- 
punkt ins Unendliche, nämlich der Punkt: 


Dieser Punkt wird nach L. Burmester als der Gegen- 
punkt der Phase bezeichnet. Die Gesamtheit der Gegenpunkte 
bei einer vorgelegten Bewegung bildet eine Systemkurve, 
deren jeweilige Phase als die Gegenpunktkurve bezeichnet 
werde. Es bewegen sich also die Systempunkte, die auf der 
Gregenpunktkurve gelegen sind, auf Bahnkurven, die sich ins 
Unendliche erstrecken, alle übrigen Systempunkte auf Bahn- 
kurven, die im Endlichen verlaufen. 


Die Geschwindigkeit eines Systempunktes £ ist: 


__ (+ d)la't+ by — (ac+b) (eC+d) 


x (c{ + d)? : 


a 


wobei die Striche Differentiationen nach der Zeit bedeuten. 
Der (regenpunkt der Phase bewegt sich also momentan mit 
unendlich großer Geschwindigkeit. 


Setzt man: , 


so erhält man für Z£ die quadratische Gleichung: 
(2) (ad — ac) ?+lad'— ad+be— bc) E+(bd'— b'd)—0. 


| Ersetzt man hierin den Systempunkt Z mittels der Be- 
wegung'sgleichung durch den entsprechenden Punkt z der 
starren Bezugsebene, so ergibt sich die folgende Gleichung, 
die man übrigens auch durch Differentiation der Bewegung's- 
gleichung der inversen Bewegung erhalten hätte: 


(3) (ed'’— c'd) 2 — (ad — ad— be’+b'c)2z+ (ab'— a'b)—0. 
Demnach gilt: 


Im kreisverwandt-veränderlichen System gibt es 
in jeder Phase zwei im allgemeinen von einsar 
verschiedene Systempunkte, die momentan in Ruhe 
sind. 


Diese Punkte Z, und £, sind bestimmt als Wurzeln der 
quadratischen Gleichung (2), die entsprechenden Punkte z, 
und 2, als Wurzeln der quadratischen Gleichung (3). Wir 
bezeichnen diese Punkte nach L. Burmester als die Ver- 
wandtschaftspole des Systems oder auch als die Ge- 
schwindigkeitspole oder als die Pole schlechthin. 


Bei einer vorgelegten Bewegung erfüllt die Gesamtheit 
der Punkte /, und /, eine Systemkurve; die jeweilige Phase 
derselben ist die bewegliche Polkurve, die Verwandt-. 
schaftspolkurve; ebenso erfüllt die Gesamtheit der Punkte 2, 
und 2, . eine. Kurve, die. feste Polkurye, die Verwooı 
schaftspolbahn. 


Man erhält die Gleichung der Verwandtschaftspolkurve, 
indem man in Gleichung (2) Reelles und Imaginäres trennt, 
dann den Parameter ? eliminiert und die erhaltene Gleichung 
mittels der Bewegungsgleichung transformiert; die Gleichung 
der Verwandtschaftspolbahn, indem man in Gleichung (3) 


u, 2. Re 


Reelles und Imaginäres trennt und dann den Parameter t 
eliminiert. 

Bei der Umkehrung der Bewegung vertauschen beide 
Polkurvenfihre Rollen. 


872: 
Normierung der Bewegungsgleichung für einige 
besondere Fälle. 


Ermitteln wir zunächst die Bewegungsgleichung für die 
Bewegungen, bei denen die Pole als Funktionen der Zeit 


bekannt sind. 
Die Pole sind bestimmt als Wurzeln der quadratischen 


Gleichung: 
(3) 2? —tz+14,=0, 
wobei gesetzt ist: 
t (ed — ed=ad— ad—be'+bie, 
(4) (ed ed)—ab—arb. 


Sind ft, und f, bekannt, so ist es möglich, mit Hilfe der 
Gleichungen (4) zwei der Funktionen a, b, c, d durch die beiden 
anderen auszudrücken. Zu diesem Zwecke setzen wir an Stelle 
der Gleichungen (4) die folgenden: 


ad— ad=ı, (ab’— ab) +be— bc, 
cd’ — ed—=1, (ab'— ab), 
wobei gesetzt ist: 
bı 


Dr und eo 
2 


ER 
Löst man jene Gleichungen nach d und d’ auf, so ergibt 
sich: 
(ac’— a’c) d= (ab'— a’b) (er, — ar,)+ c(be — bc), 
(ac — a’/c) d— (ab'— a’b) (7, — a’) + c'(be—b'e). 
Aus diesen beiden Gleichungen erhält man durch Elimi- 
nation von d und d’ die folgende Differentialgleichung: 


| | vo— py'—=fpy, 
wobei gesetzt ist: 


LER 


ab''— ab=pv, ab" — ab —= p', 


ac — act =y, ac Arc u, 


Die obige Differentialgleichung ergibt durch Integration: 
ne 
Somit erhält man die beiden Gleichungen: 
ab— ab=k, (ae —ac)est* 
cd’ — cd=k (ad — wc)rze/t 
woraus durch nochmalige Integration folgt: 


ee la, 


a? 
a cihhfe Zt neittaetmt. 


Hierbei besteht zwischen den Integrationskonstanten k,, 

ky, k, die lineare Beziehung: 
ad— ad—r(ab'—ab) +bd— bie. 

Demnach können wir sagen: 

Sind die Verwandtschaftspole als Funktionen der 
Zeit bekannt, so kann die Bewegungsgleichung auf 
die Form gebracht werden: 

BC 
es Cord 
wobei b und d die oben angegebenen Funktionen sind. 

Die Bewegungsgleichung enthält also in diesem Falle nur 
noch eine willkürliche Funktion. Ferner seien die Bewegungs- 
gleichungen für zwei naheliegende Fälle angegeben, nämlich 
wenn ein Systempunkt bez. zwei Systempunkte dauernd in 
Ruhe sind. | 

Im ersteren Falle setze man fest, daß der Punkt {=0 
beständig im Punkte z—0 gelegen sei. Dann folgt aus der 
Bewegungsgleichung (1) die Funktionalbeziehung: 


—ı), 


Demnach gilt: 

Die Bewegungsgleichung kann, falls ein System- 
Denkıabestandip ınekunhe ıst, auf’ die Form gebracht 
werden: RER 

NELeDgr 
wobei f und g willkürliche, im allgemeinen komplexe 
Funktionen der Zeit sind. 

Im anderen Falle setze man fest, daß die Punkte {=+k 
beständig in den Punkten z=+% gelegen seien. Dann folgen 
aus der Bewegungsgleichung (1) die Funktionalbeziehungen: 


I a ur 


Demnach gilt: 

Die Bewegungsgleichung kann, falls zwei System- 
punkte beständig in Ruhe sind, auf die Form gebracht 
werden: „_ster 

Lars 
wobei f eine willkürliche, im allgemeinen komplexe 
Funktion der Zeit ist. 
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Die einförmige Bewegung, insbesondere die 
kreislinige Bewegung. 


L. Burmester bezeichnet in seiner in der Einleitung er- 
wähnten Arbeit diejenige Bewegung des kreisverwandt-ver- 
änderlichen Systems, bei der zwei Systempunkte dauernd in 
Ruhe sind, als die einförmige Bewegung. Das System 
heißt dann das einförmig-bewegte System oder das ein- 
förmige System. Der Untersuchung desselben ist die vor- 
liegende Arbeit gewidmet. 

Nach den vorangehenden Betrachtungen läßt sich die 
Bewegungsgleichung des einförmigen Systems in komplexen 
Koordinaten auf die Form bringen: 


26+k2f 
(8) Im Tune 


Es sei: 
f=p+tVy, 


IE 


wobei ® und „ reelle Funktionen der Zeit bedeuten; ferner 
setzen wir k als reell voraus; dann ergeben sich aus Gleichung (5) 
durch Trennung von Reellem und Imaginärem die Bewegungs- 
gleichungen des einförmigen Systems in reellen Koordinaten: 


EHI HR HM) HYEHRG 


e 2 PT ERW. 
_ YA) Rd) YUn+ky 
AT (oE— vn+D?+wE+omM? 


Aus den Gleichungen (6) erkennt man, daß, von den 
reellen Systempunkten 


e=+kn=0 
abgesehen, auch noch die imaginären Systempunkte 
E=0,n-==+ık 


an der Bewegung nicht teilnehmen. Wir bezeichnen diese 
Punkte als die imaginären Verwandtschaftspole. Die- 
selben treten bei sämtlichen Untersuchungen als gleich- 
berechtigt neben die reellen Verwandtschaftspole. 


Es seien 2, und 2, die entsprechenden Punkte zw 
Systempunkte Z, und Z,, also: 


 &4+kf 
BU SE, 
en. 
ea 


Aus diesen beiden Gleichungen erhält man durch Eli- 
mination der Funktion f: 

2; Kl, — 9) (a — Ki) (2, —2,) =. 

Diese Gleichung stellt zwischen den Größen z, und z, 
eine bilineare Beziehung dar, bei welcher, wie man leicht 
erkennt, die Punkte 2—--%k sich: selbst entspreonen a. 
Bahnkurven der Punkte £, und {, sind also mit einander kreis- 
verwandt, und zwar derart, dal die selbstentsprechenden 
Punkte dieser Verwandtschaft die Verwandtschaftspole des 
Systems sind. | 

Somit erhalten wir den von L. Burmester gefundenen 


Ba ie 


Satz: Im einförmig-bewegten System sind die 
Bahnkurven der beweglichen Systempunkte ent- 
sprechende Kurven in kreisverwandten Systemen, 
welche die Verwandtschaftspole als selbstent- 
sprechende Punkte besitzen. 


Hieraus folgt weiter der bekannte 


Satz: Bewegt sich im einförmigen System ein 
Systempunkt auf einem Kreise, so bewegen sich sämt- 
liche beweglichen Systempunkte auf Kreisen. 


Diese besondere einförmige Bewegung bezeichnet L. Bur- 
mester als die kreislinige Bewegung, und auf letztere 
erstrecken sich hauptsächlich seine Untersuchungen. 


Um allgemein zur kreislinigen Bewegung zu gelangen, 
setzen wir fest, daß ein beweglicher Systempunkt, etwa der 
Punkt Z=0, auf einem Bahnkreise: 


(e—m’+y—n)”’=r? 
eine vorgeschriebene Bewegung vollführe gemäß: 
C==M-rCOSQ, 
y—=n-trsin ao, 


wobei a irgend eine reelle Funktion der Zeit bedeutet. Dann 
ist die Bewegung des ganzen Systems bestimmt durch: 


kp—=m-+rcosa, 
ky—=n-+rsin a. 


Setzt man diese Ausdrücke in die Bewegungsgleichung: (5) 
ein, so erhält man durch Trennung von Reellem und Imaginärem: 


(m+rcosao)Ex—ny—k)— (n+rsin amc+£&y)=k?’(£—x), 
(n+rsin a)(Ex—ny—kY)+(m+rcosa)nc+&y)=k’(m—y), 


und eliminiert man hieraus den Parameter t, so ergibt sich 
als Gleichung des Bahnkreises eines Systempunktes &, n: 


(7) A(@?+y%)—2 Be —20y+D=0, 


wobei gesetzt ist: 


SD 


A= (m? +n?—r?)(+n) +2 mkrE—2nk’n-+ kt, 
B=mk?(& + n?)+(m?+n?—r?+ kY)k?E--mkt, 
C=—nk’(&-+n?) — (m? +? —r? —kY)ken+nkt, 
D=M{(&+ m)’ +(+n)?—rN. 
Aus dieser Gleichung folgt, daß alle die Systempunkte, 
die auf dem Systemkreise gelegen sind: 
(mn? —r?)®+n?)+2mkrE—2nkn +0, 
sich auf Geraden bewegen. 
Ermitteln wir die Gegenpunktkurve der kreislinigen Be- 
wegung. Zu diesem Zwecke setzen wir die Ausdrücke: 
k’po—=m-+rcosa, 
Ky=n-+trsina 
in die Gleichungen ein: 
Bez, 
yetrpn—V0 


und eliminieren den Parameter, so erhalten wir: 

(m? Hn? — rd) (+7) +2mkrE—2nkn+kt—h, 
also, was vorauszusehen war, den nämlichen Systemkreis wie 
oben. Da in jedem Augenblicke ein Punkt dieses Kreises, 
nämlich der Gregenpunkt der Phase, ins Unendliche fällt, so 
entspricht ihm in der starren Bezugssebene während der ganzen 
Dauer der Bewegung eine Gerade: in der Tat, ermittelt man 
mit Hilfe der Bewegungsgleichung die Phase des obigen 
Systemkreises, so erhält man eine (Greradengleichung: 


L2£+My+N=0, 
wobei L, M, N Abkürzungen bedeuten, die hier nicht in 
Betracht kommen. 
Somit erhalten wir den folgenden 
Satz: Bei der kreislinigen Bewegung gibt es ool 
Systempunkte, die sich auf Geraden bewegen; diese 


Punkte ‘liegen ın "jedem Augenblicke aui eier 
Geraden. 


N ara 


Einem beliebigen Systemkreis: 
rm —2uE— 2a tar —og?—=0 
entspricht in der starren Bezugsebene der Kreis: 
(+ yP)tur+ rer) (P+Yr)+2 (up-rp)+1}-2Px-2Qy+R=0, 
wobei P, Q, R Abkürzungen bedeuten, auf die es im folgenden 
nicht ankommt. 


Letzterer Kreis entartet dauernd in eine Gerade, wenn 
folgende Gleichung identisch erfüllt wird: 


Wr — ey) +2up—ry)+1=0. 
Setzt man hierin: 
keo—m-+rcosa, 
Ky—=n-+rsin a, 
so erkennt man, daß die Beziehung unabhängig vom Parameter 
dann und nur dann gilt, wenn die drei Gleichungen bestehen: 
(u? +v?— 0)m+uk—0, 
u»? — on —vk’—(, 
(m? +n? — r?) (u? +9? — 0?) +2k? (um —vn)+kt—0. 
Aus diesem Gleichungssystem lassen sich u, », 0? eindeutig 
bestimmen, und zwar erhält man: 
ulm?+n?— r?)—= — mk?, 
. m? Hn?— r)—= nk, 
(Mn om nr). 
Es ergibt sich also allein der Systemkreis: 
MH — rt) +) +2mRE— 2nk’n+ kt, 
und wir erhalten den folgenden 
Satz: Bei der kreislinigen Bewegung gibt es einen 
einzigen Systemkreis, dem in der starren Bezugs- 
ebene in jeder. Phase der Bewegung eine Gerade 
entspricht; oder m. a. W.: es gibt eine einzige gerade 


Banksıcolhecdieunsjedenm Augenblick wieder in eine 
gerade Punktreihe übergeht. 


Man bilde die Potenz der reellen Verwandtschaftspole in 
bezug auf den Bahnkreis eines Systempunktes £&, n. Setzt 


CENTER) 


man zu diesem Zwecke in Gleichung (7), nachdem man dieselbe 
zuvor durch den Koeffizienten von (=?+y?) dividiert hat, 


a 


so ergibt sich ein Ausdruck, der sich auf die folgende Form 
bringen läßt: 
2a __\EFMAH PB IEFmPımM—r) 
(m? +n? — r?) (+ n2) + 2mk2E — 2nk?n+ kt" 


Hierbei ist im Zähler der erste Faktor für alle beweg- 
lichen Systempunkte eine von 0 verschiedene positive Größe, 
der andere Faktor bedeutet die Potenz des betreffenden 
- Verwandtschaftspoles in bezug auf den Bahnkreis: 


ed RT 
der Nenner ist die linke Seite der auf 0 reduzierten Gleichung 
desjenigen Systemkreises, dessen Punkte sich auf Geraden 
bewegen. . 
Die analogen Beziehungen gelten in bezug auf die ima- 
ginären Verwandtschaftspole: 


2—0,Yy — iR 


Somit erhalten wir zunächst den von L. Burmester 
gefundenen 


Satz: Geht bei der kreislinigen Bewegung irgend 
ein Bahnkreis durch einen der Verwandtschaftspole 
bez. durch beide, so gehen, sämtliche Bahnkr sr 
durch jenen Verwandtschattspol bez, durch beide) 


Bildet man ferner das Produkt der Potenzen der beiden 
Verwandtschaftspole in bezug auf den Bahnkreis (7), so 
erhält man: 


[(m? + n? — r?)(82 + 72) + 2mk25 — 2nk?n+ kA? . 


Dieser Ausdruck ist positiv oder negativ, je nachdem 
das Produkt: 


((k — m)? + n? — r?} {((k+ m)? +n?— r?} 
positiv oder negativ ist. . 
Hiernach erhalten wir den folgenden 


AN 


Satz: Liegen bei der kreislinigen Bewegung die 
beiden Verwandtschaftspole auf der gleichen Seite 
bez. auf verschiedenen Seiten der Peripherie irgend 
eines Bahnkreises, so liegen dieselben auf der 
gleichen Seite bez. &uf verschiedenen Seiten: der 
Peripherie bei sämtlichen Bahnkreisen. 


Betrachtet man in der Gleichung (7) des Bahnkreises, 
auf dem sich ein Systempunkt £&, n bewegt, die Variablen x, y 
als konstant und die Konstanten £&, n als variabel, so ergibt 
sich die Gleichung eines Systemkreises. Die sämtlichen Punkte 
dieses Systemkreises bewegen sich also auf Bahnkreisen, die 
durch den Punkt x, y gehen, und da die sämtlichen Phasen 
eines Systemkreises wieder Kreise sind, so erhalten wir den 
folgenden 


Satz: Bei der kreislinigen Bewegung gehen durch 
einen jeden Punkt oo! Bahnkreise, und die System- 
punkte, die sich auf diesen Kreisen bewegen, liegen 
in jedem Augenblick wieder auf einem Kreise durch 
jenen Punkt. 


84. 
Einige Bemerkungen über die Bahnkreismittelpunkte 
bei der kreislinigen Bewegung. 


Aus Gleichung (7) ergibt sich als Mittelpunkt des Bahn- 
kreises eines Systempunktes £&, n: 


wobei gesetzt ist: 
A=(m?+n?—r?)(+n)+2mk?E — 2nk’n+ kt, 
B=mk:(&+n?) + (m’+-n?’— r?+kY)kRrE-+-mkt, 
= — nk?(&+n?) — (m +n?’— r?— kKY)k’n+nkt. 
Betrachtet man hierin u, v als konstant und £&, n als 


variabel, so stellen diese Gleichungen zwei Systemkreise dar; 
der Systempunkt, der sich auf einem Bahnkreise mit dem 


Ne er 


Mittelpunkt u, v bewegt, ergibt sich also als Schnittpunkt 
jener beiden Kreise. Demnach erhalten wir den folgenden 

Satz: Bei der kreislinigen Bewegung bewegen sich 
die Systempunkte im allgemeinen paarweise aufkon- 
zentrischen Bahnkreisen. 

Hierbei sind die Realitätsverhältnisse der durch obige 
Gleichungen ausgedrückten Verwandtschaft zwischen den Bahn- 
kreismittelpunkten und den Systempunkten zu berücksichtigen. 
Zu diesem Zwecke ermitteln wir die Grenzkurve der Ver- 
wandtschaft. 

Als Diskriminante zweier Kreisgleichungen: 


Denen uch —=(, 
a, +++ an +0, 
finden wir den folgenden Ausdruck: 
D=4 (a, Baker a, b,)(b, di, — b, di) +4 (4, 6%, — A, c,)(e di, — cyd,) DZ 
— 4, — 0,4,)’+(6, 6 — 5,61)”. 


Im vorliegenden Falle ist: 


a, = —- (m?+n?— r?)u+mk?, d,=(m-u)k, 
,=-(mM’+n?-r)v—nk?, d,=(n-v)kt, 

db, =-2mk’u+(m?+n?- r?+kYk?,c =2nk?u, 

b,=-2mk?v, (= 2nk?v-(m?+n?—r?—k?) k?. 


Durch Einsetzen dieser Werte ergibt sich: 


D 
tr putav?)+pg, 
wobei gesetzt ist: 
p—= (m? + nN— r? — k2)% +4n?kr, 
a = (m?+n?— r?+ k?)?— 4 m?k?. 
Hierbei ist p stets größer oder gleich 0, während g auf 
die Form gebracht werden kann: 
g=((k— m)’ +n?— r’}{(k+ m) +Hn?— r?}. 
Dasselbe kann also aufgefaßt werden als das Produkt der 


Potenzen der Verwandtschaftspole +%, 0 in bezug auf den 
Bahnkreis des Systempunktes ©—=0. Hiernach ist q positiv, 


a 


wenn die Verwandtschaftspole beide innerhalb oder beide außer- 
halb, negativ, wenn die Verwandtschaftspole auf verschiedenen 
Seiten der Peripherie jenes Bahnkreises und demnach irgend 
eines Bahnkreises gelegen sind. 

Der Realitätsbereich der Verwandtschaft wird also von 
einem Kegelschnitt begrenzt, der im ersteren Falle eine 
imaginäre Ellipse, im letzteren Falle eine Hyperbel ist; man 
erkennt leicht, daß der Kegelschnitt die Verwandtschaftspole 
des Systems zu Brennpunkten hat. 

Demnach erhalten wir den folgenden 


Satz: Liegen bei der kreislinigen Bewegung die 
beiden Verwandtschaftspole auf der gleichen Seite 
der Peripherie irgend eines Bahnkreises, so erfüllen 
die Bahnkreismittelpunkte die gesamte Ebene, und 
die sämtlichen Systempunkte bewegen sich paarweise 
auf konzentrischen Bahnkreisen. Liegen hingegen die 
beiden Verwandtschaftspole auf verschiedenen Seiten 
der Peripherie irgend eines Bahnkreises, so liegen 
die Bahnkreismittelpunkte im. Innern mndsantıder 
Bezipherie, einer, Hyperbel, derenJBrennpunkte die 
Verwandtschaftspole sind; im Innern des Bereiches 
ist die Zuordnung ein-zweideutig, auf der Peripherie 
ein-eindeutig. 

Eine wesentliche Modifikation dieser Beziehungen tritt in 
den besonderen Fällen ein, in denen: 


m=0 und n"+KR— r’=0 


2 n—0 und m— k®— r?—=0. 
Nehmen wir der Einfachheit wegen an, daß: 
N ee) 
bez. 


Mm Nn=o01 
so ergibt sich aus Gleichung (7) als Gleichung des Bahn- 
kreises eines Systempunktes £&, n: 
net y— k9)— yet’ —k’)—=0 
ty +) (++) 0. 


Herrmann. 2 


bez. 


N 


Hieraus folgt, daß alle Systempunkte, die auf dem Kreise 
liegen: 2+P— R+cn—0 
er ++ R+ee—0, 
sich auf dem gemeinsamen Bahnkreise bewegen: 
LE rY- Rrey— 0 
Be ya Rh inc =). 


Die Schar der Bahnkreise ist also das Kreisbüschel, dessen 
Grundpunkte die reellen Verwandtschaftspole + %k, 0 bez. die 
imaginären Verwandtschaftspole 0,+?% sind. 


bez. 


Somit erhalten wir die folgenden von L. Burmester ge- 
fundenen Resultate: 


1. Bewegt sich im einförmigeen System ein System- 
punkt auf einem Kreise, der durch die beiden Ver- 
wandtschaftspole geht, so bewegen sich alle beweg- 
lichen Systempunkte auf solchen Kreisen, und jeder 
dieser Kreise, als Systemkreis aufgefaßt, bewegt sich 
inisich selbst. 


2. Bewegt sich im einförmigeen System ein System- 
punkt auf einem Kreise, von dem ein Durchmesser 
durch die beiden Verwandtschaftspole harmonisch 
geteilt wird, so bewegen sich alle Systempunkte auf 
solchen Kreisen, und jeder dieser Kreise als System- 
kreis aufgefaßt, bewegt sich in sich selbst. 


Als Bahnkreismittelpunkt erhält man in diesen Fällen: 
@ 42 —K2 
en 


bez. 2 2 
a 4, 


U -——=0: WE 


Die Bahnkreismittelpunkte liegen also sämtlich auf einer 
Greraden, und die im allgemeinen ein-zweideutige Verwandt- 
schaft zwischen den Bahnkreismittelpunkten und den System- 
punkten geht in eine ein-unendlichvieldeutige über. 

Auf eine Wiedergabe weiterer derartiger Untersuchungen 
sei hier verzichtet, da es uns im 1. Kapitel weniger auf Voll- 


OR 


ständig’keit der Betrachtungen ankommt, vielmehr darauf, die 
Eigenart des hier angewandten Verfahrens gegenüber der 
geometrischen Betrachtungsweise an einigen Beispielen dar- 
zulegen. Übrigens ergeben sich die Mehrzahl der obigen 
Resultate durch Spezialisierung allgemeinerer Beziehungen, 
die wir in den folgenden Kapiteln an verschiedenen Stellen 
herleiten werden. 


9* 


Zweites Kapitel. 


Die Geschwindigkeit im einförmigen kreisverwandt- 
veränderlichen System. 


sl. | 
Die Geschwindigkeit eines Systempunktes. 
Der Geschwindigkeitszustand einer Systemphase. 


Die Bahnkurve eines Systempunktes £ (£&, n) ist gegeben 
durch die Bewegungsgleichung: 
_ + f 

Do En 

Differenziert man z nach dem Parameter t, so ergibt sich 
als die Geschwindigkeit eines Systempunkes / (&, n) in 
komplexen Koordinaten: 

NIS SEAN 

W) 7 ek 

Hierbei wird unter z‘ ein Vektor verstanden, der im Null- 
punkte beginnt und im Punkte z’ endigt. 


4 


Die Gleichung (1) gestattet die Untersuchung der Ge- 
schwindigkeit eines Systempunktes ohne Rücksicht auf seine 
momentane Lage. Näher hingegen liegt es, die Gresamtheit 
der augenblicklichen Geschwindigkeiten zu untersuchen, die 
in einem beliebig herausgegriffenen Augenblicke zu der Ge- 
samtheit der Systempunkte gehört. Die Gresamtheit dieser 
Geschwindigkeiten, in einem festen Punkte als Vektoren an- 
getragen, ergibt die Geschwindigkeitsphase, die zur 
Systemphase gehört. 


Um zu der Verwandtschaft zwischen Systemphase und 
Geschwindigkeitsphase zu gelangen, hat man in Gleichung (1) 


ta 


den Systempunkt £ durch den entsprechenden Punkt 2 zu 
ersetzen. Zu diesem Zwecke löse man die Bewegungs- 
gleichung nach Z auf, also: 


und setze diesen Ausdruck in Gleichung (l) ein, dann erhält 
man als Verwandtschaftsgleichung in komplexen Koordinaten: 


" DR RL. 
und in reellen Koordinaten: 

x" —= —(#?—y’—k)a+2xyb, 
(2a) 

y—=—(a—y?—k’)b—2aya, 


wobei gesetzt ist: 
a=(Ap-By):(A+B), A=1-Rp—yn), 
b= (Aw +Bo'):(4?+B%Y, B=2Kkroy. 

Der Einfachheit wegen ersetzen wirin der Verwandtschafts- 
gleichung (2) die Funktion f und ihre Ableitung f’ durch eine 
andere Größe. Ist nämlich 24 die momentane Geschwindigkeit 
im Punkte z2=0, d. h. die momentane Geschwindigkeit des 
Systempunktes, der in dem betrachteten Augenblicke im 
Punkte z2==0, dem sog. Mittelpunkte des Systems, gelegen 
ist, so ist es möglich, mit Hilfe der Beziehung: 

D —Rf' 

en Raftası 
aus Gleichung (2) f und f’ zu eliminieren. Auf diese Weise 
erhält man den folgenden 

Satz: Die zwischen einer Systemphase und der 
zugehörigen Geschwindigkeitsphase bestehende Ver- 
wandtschaft läßt sich auf die Form bringen: 


4 { 
(3) = — art 
und in reellen Koordinaten: 


ker — — (2? — y’— kB); +2 xyys, 


(3) By—— (ap —R)y—2anya, 


BUN 


wobei J=m+tiy die momentane Geschwindigkeit 
im Mittelpunkte des Systems bedeutet. 

Setzt man: Ku ayeim, 
so ergibt sich, wie man leicht erkennt, aus Gleichung (3) 
der folgende 

Satz: Ist die momentane Geschwindigkeitin einem 
Punkte der Größe nach bez. der Richtung nach be 
kannt, so ist dieselbe in jedem anderen Punkte der 
Größe nach bez. der Richtung nach bekannt. 

Hieraus folgt weiter der 

Satz: Ist beieiner Bewegung die Geschwindigkeit 
in einem Punkte des starren Bezugssystems der Größe 
nach bez. der Richtung nach konstant, so ist dieselbe 
in jedem anderen Punkte der Größe nach bez, der 
Richtunsrnach konstant. 

Die Funktion f, durch welche eine jede derartige Bewegung 
gegeben ist, ist also eine Lösung der Differentialgleichung: 
— k2fı 
fa 1’ 


wobei a, bez. a, von der Zeit unabhängig ist. 


4,e:% — 


82. 
Die Differentialgleichung der Selbsthüllbewegungen. 
Integration und Diskussion. 


Besonderes Interesse verdient der letztere der "beiden 
Fälle. Wenn nämlich bei der Bewegung irgend eines Systems 
die Bewegungsrichtung in einem jeden Punkte des starren 
Bezugssystems von der Zeit unabhängig ist, so kann es sich 
nur um eine Bewegung handeln, bei welcher die System- 
punkte, die momentan aufeiner Bahnkurve liegen, auch dauernd 
auf derselben liegen, d. h. dieselbe als gemeinsame Bahnkurve 
besitzen; die sämtlichen Bahnkurven, als Systemkurven auf- 
gefaßt, müssen sich in sich selbst bewegen, eine jede wird 
ihre eigene Hüllbahnkurve sein. Auf diesem Wege muß sich 
also die Gesamtheit der sog. Selbsthüllbewegungen ergeben. 


Be 


Da es uns nur auf die hierbei beschriebenen Bahnkurven 
ankommt und nicht auf die Geschwindigkeit, mit der dieselben 
durchlaufen werden, so setzen wir auch a, als konstant voraus; 
die Bewegungen, die man dann erhält, könnte man als 
stationäre Bewegungen bezeichnen. 


Aus der Differentialgleichung: 


— kef' 


bean 
Sean 


folgt durch Trennung der Variabelen: 


df 2 
kef?—1 miatt 
und durch Integration: 
kf—1 22, 
A rn a 


Bestimmen wir die Integrationskonstante C so, dab in der 
Anfangsphase t=0 ein jeder Systempunkt £ sich im Punkte 
z={ befindet. Aus der Bewegungsgleichung: 


EEE 
re Hl 

folgt, daß dies der Fall ist, wenn: 
1282 0 0 . 


Dieser Bedingung genügt das obige Integral, wenn: 
G=in(—- 1)=nat. 


Die gesuchte Funktion f ist also bestimmt durch: 


2 2 
be nt 
kf+l £ 

woraus folgt: 27, 
ale . 
nn 2 2%, 
1-+e k 
oder: 
1 2 
(4) My: Tan tr 


Demnach erhalten wir den 


DIESEN 6 ON 


Satz: Eine jede stationäre Bewegung des ein- 
förmigen Systems ist gegeben durch die Bewegungs- 


gleichung: „_stef 
rkle 

wobei: & 

(4) f=ı Tan = 


Ermitteln wir die Gleichung der Bahnkurven in reellen 
Koordinaten. Aus der Bewegungsgleichung folgt: 


See? 
a 
und durch Irennung von Reellem und Imaginärem: 


ee ie ea 
ART, (2+n2)(0? + y2) — 2 (Ex — ny)k2+ kt’ 


Sn a 
PTR HD) — 2er ny)ke+ Mi" 


Ebenso ergibt sich aus a (4): 


Da Sin a k [601° 2% zer, 
nein . k [607° _ N. 


Die Bahnkurve eines Systempunktes £, n ist also gegeben 
durch die beiden Gleichungen: 


— &(@2 + y2 + k2) +x(& +7? + R2) 1 
FH) TE N) rh m "Pet + cos Aun 


2% 
Na see ee 
BESUICET DPI mp Ze el PrEETeeRerE 


Greifen wir zunächst zwei besondere Fälle heraus, in 


denen die Elimination des Parameters sofort durchgeführt ist. 
1. y,—=0; dann ergibt sich als Gleichung der Bahnkurve: 


+) yet R)=0, 
d.h. die Gleichung eines Kreises, der durch die reellen Ver- 


wandtschaftspole geht. Alle Systempunkte, die auf dem 
Systemkreise liegen: 


ra 


A+n—kK+en=0, 
bewegen sich auf dem gemeinsamen Bahnkreise: 
e+yP—K+ey=0. 

2. x,=0; dann ergibt sich als Gleichung der Bahnkurve: 

(++) (tn +k)—0, 
d.h. die Gleichung eines Kreises, der durch die imaginären 
Verwandtschaftspole geht. Alle Systempunkte, die auf dem 
Systemkreise liegen: 
Bm ++ 0E=0, 
bewegen sich auf dem gemeinsamen Bahnkreise: 
e+yP+kR+er=0. 

Es handelt sich, wie man leicht erkennt, in diesen beiden 
Fällen um die im 1. Kapitel auf anderem Wege ermittelten 
Bewegungen auf Kreisbüscheln. 

Um die Bahnkurven im allgemeinen Falle, in dem keine 
der obigen Voraussetzungen erfüllt ist, zu untersuchen, führen 


wir bipolare Koordinaten ein. 
Aus der Bewegungsgleichung folgt: 


re 
Kaua 
und demnach: 
I+kf_@+M(-k) 
1—kf (z-k(ö+k 


Bei der Integration der Differentialgleichung war ge- 


funden: 27 
EERLEN 
um r fe 
Die Elimination der Funktion f ergibt hiernach: 
@+hE-h _, wi, 
@—k)&+K) 
Setzen wir in dieser Gleichung: 
iu, iv, 
e-k=pe ,„ce—-k=ge , 
vu iv, 
ar knei, io +k=ge 


RO IR 


so erhalten wir die beiden Beziehungen: 
2X 
Pa ha, % 


Pı 9 
und: 


BIER Lay ro 
13 an aa 2 Ni BALL | ag „ren 
aus denen sich durch Elimination des Parameters ? ergibt: 


x 2%, 
Da a re f 
P2 2 x 
Alle Systempunkte, die auf der Systemkurve liegen: 


ICH, ( 

— (y —»,) 
qı ce Yo 
Qg 


bewegen sich auf der gemeinsamen Bahnkurve: 


20 sh 
ra 
Ben 


P;z 


woraus man erkennt, daß es sich in der Tat um eine Selbst- 
hüllbewegung handelt. 


Die gefundenen Kurven haben, wie man aus obiger 
Gleichung erkennt, die Eigenschaft, daß der Quotient ihrer 
bipolaren Radii vectores geometrisch wächst, wenn die Differenz 
ihrer bipolaren Anomalien arithmetisch wächst. Bekanntlich 
kommt diese Eigenschaft allein den logarithmischen Doppel- 
spiralen! zu, da dieselben definiert sind als die kreisverwandten 
Kurven zu den logarithmischen Spiralen und die letzteren die 
Eigenschaft haben, daß ihr Radiusvector geometrisch zunimmt, 
wenn ihre Anomalie arithmetisch zunimmt. 


Hält man in obiger Kurvengleichung das Verhältnis x,:%, 
fest und läßt man c alle reellen Werte annehmen, so erhält 
man die Kurven einer Schar gleichwinkliger logarithmischer 
Doppelspiralen; läßt man das Verhältnis ©:y, alle reellen 
Werte annehmen, so erhält man alle derartigen Scharen. 
Unter denselben befinden sich auch die bereits erwähnten 


1 G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 
2. Band (1911), p. 69. 


u 


beiden Kreisbüschel, die die Verwandtschaftspole als Grund- 
bez. Grenzpunkte besitzen. 
Somit erhalten wir den 


Satz: Hatim einförmigenSystem dieGeschwindig- 
keit in irgend einem Punkte dauernd die gleiche 
Richtung, so bewegen sich alle beweglichen System- 
punkte auf der Schar gleichwinkliger logarithmischer 
Doppelspiralen, die durch jene Richtung und durch 
die beiden Verwandtschaftspole als asymptotische 
netreubestimmisist, und rjede. dieser Kurven,sals 
Systemkurve aufgefaßt, ist ihre eigene Hüllbahn. 


Dieser Satz schließt die beiden vorher erledigten speziellen 
Fälle in sich. 

Wie schon erwähnt, gelangte L. Burmester in seiner in 
der Einleitung erwähnten Arbeit zu diesen Bewegungen durch 
eine zirkulare Inversion der entsprechenden Bewegungen des 
einförmigeen ähnlich-veränderlichen Systems, welche erfolgen 
auf dem Geradenbüschel durch den Ähnlichkeitspol, der kon- 
zentrischen Kreisschar um den Ähnlichkeitspol und einer jeden 
Schar gleichwinkliger logarithmischer Spiralen, deren asymp- 
totischer Punkt der Ähnlichkeitspol ist. Auf anderem Wege 
gelangte F. Klein! zu jenen Bewegungen, indem er nämlich 
die Gruppe der linearen Substitutionen einer veränderlichen 
Größe untersuchte und geometrisch deutete. — 

Aus dem vorangehenden Ergebnis folgt schließlich der 


Satz: Bei irgend einer Bewegung sind die Tan- 
genten der momentan beschriebenen Bahnelemente 
zu’pleicher Zeit die lTangenten einer entsprechen- 
den Schar gleichwinkliger logarithmischer Doppel- 
spiralen, deren asymptotische Punkte die Verwandt- 
schaftspole sind, oder wie L. Burmester sagt: Alle 
Kreise, welche durch die beiden Verwandtschaftspole 
und durch die Punkte‘ einer. Systemphase gehen, 
schneiden die Bahnkuüurven dieser Punkte unter 
gleichem Winkel. 


ı Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 1. Band (1890), p. 163. 


BRUNS 


8 3. 


Untersuchung der Verwandtschaft zwischen System- 
phase und Geschwindigkeitsphase. 


Zwischen der Systemphase z und der zugehörigen Gre- 
schwindigkeitsphase 2’ besteht die Verwandtschaft: 


4 
et 20 


Bet 2 


hierbei bedeutet 2, die momentane Geschwindigkeit im Mittel- 
punkte des Systems. 


Die Verwandtschaft zwischen den Ebenen 2 und 2’ ist 
hiernach eine konforme. Einem Werte z ist ein Wert z’ zu- 
geordnet, während einem Wert z’ im allgemeinen zwei Werte 2 
entsprechen, die sich nur um das Vorzeichen unterscheiden. 
Somit erhalten wir den folgenden 


Satz: Zwischen der momentanen Lage der System- 
punkte und ihren augenblicklichen Geschwindig- 
keiten besteht eine konforme, zwei-eindeutige Ver- 
wandtschaft, und zwar liegen die Systempunkte 
mit momentan gleicher und gleichgerichteter Ge- 
schwindigkeit paarweise symmetrisch zum Mittel- 
punkte des Systems. 


Die durch die ganze rationale Funktion 2. Grades: 
w—=az.+bz+c 


vermittelte Verwandtschaft zwischen zwei Ebenen ist ver- 
schiedentlich systematisch behandelt worden, z.B. von G.Holz- 
müller!. Wir beschränken uns daher darauf, das Wichtigste 
kurz anzuführen. 


Die Isogonalität wird gestört in den Punkten, in denen: 


2 —=( bez. © 
dz 

Es wird: 
ann an} 
dar KEN 


! Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der conformen Ab- 
bildungen, Leipzig (1882). 
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Demnach handelt es sich um die Punkte: 
la er 


welche Verzweigungspunkte 1. Ordnung sind; die entsprechen- 


den Punkte: 2 —=2 und 2=o 


sind Windungspunkte 1. Ordnung. In diesen Punkten ist die 
Verwandtschaft eine ein-eindeutige, und es findet in denselben 
eine Halbierung bez. Verdoppelung entsprechender Winkel statt. 

Die Riemannsche Fläche ist eine zweiblättrige Windungs- 
fläche, die Fundamentalbereiche sind Halbebenen. 

Bezüglich entsprechender Kurven beider Ebenen gilt: 

Geeraden und Kreise der Ebene z gehen in Parabeln und 
Epizykloiden der Ebene z’ über, Geraden und Kreise der 
Ebene z’ in gleichseitige Hyperbeln und Cassinikurven der 
Ebene 2. 

Um den Geschwindigkeitszustand in einfacher Weise 
konstruktiv zu ermitteln, benutzen wir die aus der Verwandt- 
schaftsgleichung A 

E — H=— 7? 

folgende Tatsache, daß einem Kreis mit dem Radius o um den 
Punkt z=0 ein Kreis mit dem Radius a,o?: k® um den Punkt 
z'’=z4 entspricht, und daß dem Punkt mit der Anomalie A auf 
dem ersteren Kreis der Punkt mit der Anomalie 2A+a,-+n) 
auf dem letzteren Kreis zugeordnet ist. Beachten wir noch, 
daß um den Punkt z, herum Winkelverdoppelung stattfindet, 
daß also die Peripherien beider Kreise sich zwei-eindeutig 
entsprechen, so lassen sich für die Punkte des Kreises der 
2-Ebene in einfacher Weise die zugehörigen Geschwindig'keiten 
angeben. 

Zu diesem Zwecke ermitteln wir auf beiden Peripherien 
zwei entsprechende Punkte, etwa den Punkt A=0 auf dem 
Kreis der Ebene z und den Punkt (a,+r) auf dem Kreis der 
Ebene z‘; dann teilen wir von diesen Punkten aus die Peripherien 
in gleiche Teile, und zwar in der Ebene z in doppelt so viele 
Teile als in der Ebene z’, so sind die Teilpunkte entsprechende 
Punkte beider Ebenen. 


Fig. 1b. 


Figsshc. 


Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden. Liegen die 
Verwandtschaftspole außerhalb, auf der Peripherie, innerhalb des 
Systemkreises, so liegt der Punkt z2==0, von dem die (re- 
schwindigkeitsvektoren ausgehen, außerhalb, auf der Peripherie, 
innerhalb des entsprechenden Kreises der Ebene 2‘. Wenn 
wir also die Peripherie des Systemkreises durchlaufen, so wird 
die Richtung der Geschwindigkeit im letzteren Falle sich stets 
im gleichen Sinne ändern, im ganzen um 2-2 rn bei einem 


Umlaufe: im ersteren Falle hingegen liegen die Geschwindig- 
keitsvektoren der Richtung nach zwischen zwei Grenzlagen. 

In Figur la, 1b, lc sind für’ einen - willkürlicheaur u 
nommenen Wert z, jene drei verschiedenen Fälle veran- 
schaulicht. 


84. 
Fortsetzung der Untersuchung: Einige speze u 
Fragestellungen. 


Wo liegen in einer Phase die Systempunkte, die sich 
momentan in der gleichen Richtung bewegen? Bezeichnen 
wir diese Richtung mit a, so muß sein: 


y' 


oc‘ 


z=tAanrg, 


Durch Einsetzen von x’ und y‘ folgt schließlich: 
(2? — y?— k?) sin (ya —a)t2xy cos (a,— a). 
Der gesuchte Ort ist also eine gleichseitige Hyperbel, 
die durch die Verwandtschaftspole hindurchgeht und deren 


Mittelpunkt der Koordinatenanfang ist; die Asymptoten haben 


die Richtungen: 2 = % und 2a tr 


2 
Insbesondere erhält man für 
a—m=0 das Geradenpaar 0, y=0 


a— = _ die Hyperbel 2? — y„’ —=Kk: 


Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz: Die Systempunkte, diesich momentaninder 
gleichen Richtung a bewegen, liegen auf einer gleich- 
seitigen Hyperbel, deren Mittelpunkt der Mittelpunkt 
des Systems ist und die durch die Verwandtschafts- 
pole geht. Gibt a, die augenblickliche Bewegtngs 
richtung im Mittelpunkt des Systems an, so haben 
die Asymptoten’die Richtungen: 


a— ag ee —o-+tnr 
5 und TE oe 


Herrmann, 


Fig. 2. 


Insbesondere liegen die Systempunkte, die sich momentan 
parallel zur Richtung a, bewegen, auf der Verbindungslinie 
der beiden reellen und der beiden imaginären Verwandt- 
schaftspole. 

In Figur 2 sind für eine willkürlich angenommene 
Richtung’ a, einige jener Hyperbeln angegeben; dieze 77 
längs derselben geben die momentane Bewegungsrichtung: 
(ohne Rücksicht auf den absoluten Betrag der Geschwindig- 
keit) an. Man ersieht hieraus, wie in der Umgebung der beiden 
Verwandtschaftspole in jedem Augenblicke alle möglichen 
Bewegungsrichtungen vorkommen, während in den Punkten 
selbst keine Bewegung stattfindet. 

Da aus früheren Betrachtungen gefunden war, daß die 
Tangenten aller momentan durchlaufenen Bahnelemente zu- 
gleich Tangenten einer entsprechenden Schar gleichwinkliger 
logarithmischer Doppelspiralen (mit Einschluß der beiden Kreis- 
büschel) sind, so erhalten wir schließlich den folgenden 

Satz! Eine jede Schar»gleichwinkliger logazıız 
mischer Doppelspiralen (mit Einsehluß der’pesaz 
Kreisbüschel) wird von einer jeden Kurve des durch 
die asymptotischen Punkte bestimmten  Büscner 
gleichseitiger Hyperbeln so’ geschnitten dabzıe 
Tangenten in den Schnittpunkten parallel sind. 

Wo liegen in einer Phase die Systempunkte, die sich 
momentan mit gleich großer Geschwindigkeit bewegen? Be- 
zeichnen wir diesen absoluten Betrag mit a, so muß sein: 


Dale de 
Durch Einsetzen von x&' und y‘ folgt schließlich: 


a? 
(2? + y?)? — 2 k?(2? — y?) = El — 1 ) 
Lassen wir a alle reellen Werte annehmen, so stellt obige 
Gleichung eine Schar konfokaler Cassinikurven dar, die die 


Punkte ee N, und N nei 
zu außerordentlichen Brennpunkten besitzen. Diese Kurven 


bestehen für a<a, aus zwei getrennt liegenden Ovalen, die 
die Pole umschließen, für a>a, aus einem einzigen Kurvenzug, 


der beide Pole umschließt; für a=a, erhält man die gewöhn- 
liche Schleifenlemniskate. Im Grenzfall a—=0 folgt: 

erh’ ry (@— H’ryN)—0, 
d.h. es ergibt sich das Vierseit, dessen Seiten sich in den 
reellen und den imaginären Verwandtschaftspolen sowie in 
den imaginären Kreispunkten schneiden. 

Hiernach erhalten wir den folgenden 

Satz: Die Systempunkte, die sich momentan mit 
gleich großer Geschwindigkeit bewegen, liegen auf 
einer Cassinikurve, deren Brennpunkte diereellen und 
die imaginären Verwandtschaftspole sind. Diejenigen 
Systempunkte insbesondere, deren Geschwindigkeit 
der Größe nach gleich der Geschwindigkeit im Mittel- 
punkte des Systems ist, liegen auf der zugehörigen 
Schleifenlemniskate; im Innern derselben ist die 
Geschwindigkeit kleiner, im Außenraum größer als 
im Mittelpunkte des Systems. 

In Figur 3 sind für einen willkürlich angenommenen 
Wert a, einige jener Cassinikurven angegeben. 

Die Kurven gleicher Bewegungsrichtung und die Kurven 
gleich großer Geschwindigkeit durchsetzen sich orthogonal, 
da die entsprechenden Kurven der Ebene z’ sich orthogonal 
durchsetzen und die Verwandtschaft zwischen der Ebene z 
und der Ebene z’ eine konforme ist. 

Wo liegen in einer Phase die Systempunkte, deren momen- 
tane Bahntangente bez. Bahnnormale durch einen gegebenen 
Punkt hindurchgeht? DBezeichnen wir diesen Punkt mit u, v, 


so muß sein: u) y — (y—v)z —0 


bez. (2. — u) +(y—v) VL): 
Durch Einsetzen von x und y‘ gelangen wir zu den 
Gleichungen: 
(e’ + y’)layo + ya) — (a? — y?— k’)(uy, — vR%,) Br 
— 2x7y(ux, +vy,) — Kay, — Yyr,) 
(er + ya, — yy)— (ar — y* — Klum, + Han 2 
+2xyluy, —v®,) — kan, + yY,) 


bez. 


3* 


= De Be = 


Es ergibt sich hiernach in beiden Fällen eine zirkulare 
Kurve 3. Ordnung, welche durch die Punkte w,v; + k, 0; 
0,+tk hindurchgeht und die Asymptote besitzt: 


@+uy,tytvV)a, —0 
K +) ytYJ)y—0. 
Dieselbe geht also durch den Punkt — u, —v. 
Setzen wir wie früher: 


RE UN glEs 1 
To —=6, CoSA,, Y,—% sın Q, 


er: 
ferner U=0Cosa, v—osina, 


und lassen wir o unendlich groß werden, so geht jede der 
obigen Kurven 3. Ordnung in eine gleichseitige Hyperbel 
über, nämlich: 
(©? — y?— k?)sin (a, — a) +2xycos(a,—a)=0 
DZ (2? — y? — k?) cos (a, — a) — 2xysin (a, —a)—=0, 
was in der Tat mit dem früheren Ergebnis — Ort der Punkte 
mit moınentan gleicher Bewegungsrichtung — übereinstimmt. 
Verlegen wir das Koordinatensystem so, daß der gegebene 
Punkt u, v Koordinatenanfang wird und daß die Abszissen- 
achse parallel zur Asymptote der gefundenen Kurve ist, 
transformieren wir also mit Hilfe der Gleichungen: 
2 C=Uu+r, cosa,+t%, sina, y=v—x,sina,+%, COS a,, 
EZ 


C=U+xX, sin a, —y)C0Sa, y=V-+x, Cosa,+%, Sin a, 
so erhalten wir: 

{y,+2osin(a,+t a)}(@?+y?)+ x, {o?sin2(a,+ta)—k’sin 2 a 
N + y, {20° sin? (a, + a) + k?cos2a,— 0°} J | 
{y,—2ocos(a,+ a)} (x? +y?) — x, {o*sin 2(a,+a)—k?sin 2 _ N 
+ y, {20° cos? (a,+ a) — k?cos2a, — 0*} 


—(0 


Hiernach hat jede der beiden Kurven in den imaginären 
Kreispunkten die Tangenten: 


a tiy =; 
dieselben haben den reellen Schnittpunkt: 
u =0, y,=d, 


d. h. der gegebene Punkt u, v ist außerordentlicher Brenn- 
punkt beider Kurven, das sog. Zentrum. 

Die gefundenen Kurven gehen also durch ihren auber- 
ordentlichen Brennpunkt. Die zirkularen Kurven 3. Ordnung, 
die diese Eigenschaft haben, oder was dasselbe ist, auf denen 
die imaginären Kreispunkte konjugiert sind, sind mehrfach 
untersucht worden, sowohl rein geometrisch wie wegen ihrer 
Bedeutung in der Kinematik des starren und des ähnlich- 
veränderlichen ebenen Systems. Nach der von G. Salmon 
grefundenen Beziehung, daß diese Kurven als Ort der Brenn- 
punkte der Kegelschnitte einer Schar aufgefaßt werden können, 
heißen sie Fokalkurven, wegen ihrer Bedeutung in der 
Kinematik Kreispunktkurven. 

Die Koordinaten des Hauptpunktes, d. i. des Punktes, in 
dem die Asymptote die Kurve schneidet, sind: 


2osin (+ a)12e® sin? (au+«@)+Kk?cos2,—o 2) 


Fr Y ?sin2 (+ e) — k’sin2 J Y = 2osin(a,+a), 
Dez. | ) 

a on 20° in k?cos 2a,—o BR 
aa o?sin2(w,+«a)— ksin2a, Y,=+2ocos(a,+ta), 


während die Mittellinie, die Fokalachse, d. i. die Parallele zur 
Asymptote durch den Mittelpunkt der Verbindungslinie von 
Fokalzentrum und Hauptpunkt, die Gleichung hat: 


A y——esin(a,+.a) 
=” Yy,=+tocos(a,+ a) 
oder im System’ x, y: 
xy +Yy2,—0 
Be er Yn— 0. 


Somit haben wir den folgenden 


Satz: Der Ort der Systempunkte, deren momen- 
tane Bahntangente bez. Bahnnormale durch einen 
gegebenen Punkt u, v hindurchgeht, ist eine Fokal- 
kurve 3. Ordnung, die durch den gegebenen Punkt 
und durch die reellen und die imaginären Verwandt- 
schaftspole hindurchgeht. Dieselbe besitzt eine 
Asymptote unter dem Winkel —a, bez. 90’—a, durch 


ER TA 


den Punkt — u, —v und der gegebene Punkt u, v ist 
außerordentlicher Brennpunkt der Kurve. 

Bekanntlich kann die Fokalkurve 3. Ordnung erzeugt 
werden als Ort der Schnittpunkte entsprechender Kurven 
eines Strahlenbüschels, welches das Fokalzentrum zum Scheitel 
hat, und eines dazu projektiven Kreisbüschels, wobei der 
Mittelpunkt eines jeden Kreises im Schnittpunkte des ent- 
sprechenden Strahles mit der Fokalachse gelegen ist. 

Insbesondere geht im vorliegenden Falle das Kreisbüschel 
in eine konzentrische Kreisschar um den Fokalpunkt über, wenn: 


osin (a,+ta)=0 
oecos(,+ta)=0, 


also wenn der gegebene Punkt u, v auf der Geraden liegt: 


bez. 


uy, tv =0 
bez. Ur, UY =). 


Dann fallen Hauptpunkt und Fokalzentrum zusammen, eben- 
so Asymptote und Fokalachse, als Kurvengleichung erhält man: 


y,(&i+y?)— x, k’sin2a,+%, (k?cos2a, —o’)=0 | 
bez , (2?+y?)+ 2, k? sin 2a,— y,(k?cos2a, +0) —=0. 
Die Kurven sind also in diesem Falle in bezug auf den 
Punkt u, v symmetrisch. 


Noch auf einen anderen Fall sei hingewiesen, welcher 
eintritt, wenn: o°sin2(a,+a)— ksin2a,=(, 
also wenn der gegebene Punkt u, v auf der gleichseitigen 
Hyperbel gelegen ist: 
yo — Br) + (m y2)ur—0, 
In diesem Falle läßt sich die Kurvengleichung auf die 
Form bringen: 


+20 sin (+ 0)} («+ y2)+ | 


bez. 


u — 20cos(,+ a)) (2?+y7)+ In ne o*\ y=V. 


sin(w+a) 


0 COSs(y— «) . 
k cos(a,+ «) 


2 AR 


Diese Kurven sind in bezug‘ auf eine Achse symmetrisch, 
nämlich in bezug auf die Senkrechte zur Asymptote durch das 
Fokalzentrum. Wie man durch Übergang zu Polarkoordinaten 
zeigen kann, lassen sich die obigen Kurven in sich selbst trans- 
formieren durch eine Inversion, welche das Fokalzentrum als 
Inversionszentrum besitzt und deren Potenz ist: 


2 60S(m—e) 9 

ES k cos(a,-+ ©) ® 
; . Ssin(ay—«) RES 
k sin(@,-+ «) a 


In diesem Falle gehören also die Kurven zu den anallag- 
matischen Kurven. 

Da eine zirkulare Kurve 3. Ordnung im Falle der Ent- 
artung nur übergehen kann in einen Kreis und eine (serade, 
namlich die Asymptote, so können wir den Ansatz machen: 
{Y+2o sin (+ a)} {+ y—2ma, —2ny tm: +n?—r?}—=0 
bez. i 
Yy,—-2ocos(,+ta){x?+y?— 2mx, —2ny+m’+n?—r?}=0. 
wobei m,n,r unbekannte Koeffizienten sind. Durch Vergleichen 
entsprechender Glieder findet man, daß die vorliegenden Fokal- 
kurven zerfallen 
für uv=+k,v=0 in den Punkt 

et y—U 
und die (rerade 
(v+k)y,+y®,=0 bez. (+), —yy—0, 
für 9=0, v—Ftikein. den Punkt 
Kl ya ıN 
und die Gerade 
sy +Wwstik)e\=0 bez. 2, — (ytık)y,—d. 

Wir erhalten also den folgenden 

Satz: Der Ort der Systempunkte, derenmomentane 
Bahntangente bez. Bahnnormale durch einen der 
reellen oder imaginären Verwandtschaftspole geht, 
ist, von diesem Punkte selbst abgesehen, eine Gerade 
unter dem Winkel —a, bez. 90°’— a, durch den anderen 
der reellen oder imaginären Verwandtschaftspole. 


N 


Ferner zerfallen die gefundenen Kurven 
für v=0 und y,=Ü0 bez. x,=0 in den Kreis 
(u? +y—=u?—k? 
und die Gerade 
yo, 
für v=0 und x,=0 bez. y„—=0 in den Kreis 
NY UK: 


und die Gerade 
a) 


Durch Übertragung der gefundenen Beziehungen auf die 
Bahnkurvenscharen der Selbsthüllbewegungen gelangt man 
zu dem folgenden | 

Satz: Zieht man von einem festen Punkte aus an 
eine Schar gleichwinkliger logarithmischer Doppel- 
enıralens mit Einschluß derbeiden Kreisbuschel) 
die Tangenten bez. Normalen, so liegen deren Be- 
rührungspunkte bez. Fußpunkte auf einer Fokalkurve 
3. Ordnung der angegebenen Art. 

Ist insbesondere der gegebene Punkt einer ‘der asymp- 
totischen Punkte, so erhält man den von G. Holzmüller! 
auf dem Wege der konformen Abbildungen gefundenen 

Satz: Zieht man an eine Schar gleichwinkliger 
logarithmischer Doppelspiralen von einem derasymp- 
totischen Punkte aus die Tangenten bez. Normalen, 
so liegen deren Berührungspunkte bez. Fußpunkte 
auf einer Geraden durch den anderen der asymp- 
totischen Punkte, welche parallel bez. senkrecht zur 
Asymptote der Schar ist. 


1 Über die logarithmische Abbildung. Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 16 (1871). 


Drittes Kapitel. 


Die Beschleunigung im einförmigen kreisverwandt- 
veränderlichen System. 


SAN 
Die Beschleunigung eines Systempunktes. Der Be- 
schleunigungspol. Der Beschleunigungszustand einer 
Systemphase. 


Die Bahnkurve eines Systempunktes Z (£&, n) ist gegeben 
durch die Bewegungsgleichung: 
Bat 

Ko 

Differenziert man z zweimal nach dem Parameter t, so 
ergibt sich als die Beschleunigung eines Systempunktes 
C(&, n) in komplexen Koordinaten: 
A) su 2 NUR DIETe rn 

(el): 

Hierbei wird unter 2“ ein Vektor verstanden, der im Null- 

punkte beginnt und im Punkte z“ endigt. 


4 


Setzt man: et 


so ergibt sich aus Gleichung (1), von den Verwandtschafts- 
polen abgesehen, der Punkt: 


I 
En 


Der entsprechende Punkt des starren Bezugssystems ist: 
errf2— (Bfr—Df“ 
37° 

Diesen Punkt wollen wir als den Beschleunigungspol 
der Phase bezeichnen. 


ZB = 


ne 


Hiernach erhalten wir den folgenden 

Satz: Von den Verwandtschaftspolen abgesehen, 
gibt es in jeder Phase des einförmigen Systems 
einen einzigen Systempunkt, dessen momentane Be- 
schleunigung gleich O0 ist, der Beschleunigungspol 
der Phase. 

Schließen wir hieran einige Betrachtungen über die Lage 
des Beschleunigungspoles an. 

Bei welchen Bewegungen ist der Beschleunigungspol be- 
ständig im Mittelpunkte des Systems gelegen? Die Funktion f, 
die zu diesen Bewegungen führt, ist eine Lösung der 
Differentialgleichung: 


Re a N 
Die Trennung der Variabelen ergibt: 
df' _ d(k2f?—]) 


RE, 
woraus durch Integration folgt: 
aan = const 


Als momentane Geschwindigkeit in einem Punkte z hatten 


wir gefunden: ı 
8 EU 
Mf2—1 


Dieselbe ist also im vorliegenden Falle konstant, und wir 


—.k9). 


erhalten den folgenden 

Satz: Liegt der Beschleunigungspol dauernd im 
Mittelpunkte des Systems, so liegt eine stationäre 
Bewegung vor und umgekehrt. 

Wo liegt der Beschleunigungspol bei den Selbsthüll- 
bewegungen? Die Funktion f, die zu den Selbsthüllbewegungen 
führte, war eine Lösung der Differentialgleichung: 

zer 
Aeper 
wobei ae die der Richtung nach von der Zeit unab- 
hängige Geschwindigkeit im Mittelpunkte des Systems be- 
deutet. Differenziert man die obige Differentialgleichung nach 
der Veränderlichen t, so folgt: 


N 


NE a ga k2{2K2 ff'2— (Rf2—1)f“} 
g LE (2f2—1)2 \ 
Setzt man hierin ein: 


k?f? — 1 = — e—iog ; 
() 
so ergibt sich: 
erffe— Bf—Df" _Ra, , ;, 
Sn en: 0. 


2f'? 2a: 


0 


Hieraus folgt als Beschleunigungspol: 


und wir erhalten den folgenden 

Satz: Bei einer Selbsthüllbewegung liegt der 
Beschleunigungspol auf einer Geraden unter dem 
Winkel —a, durch den Mittelpunkt des Systems. 

Bei welchen Bewegungen ist der Beschleunigungspol 
dauernd in einem der Verwandtschaftspole gelegen? Sei 
2=k dieser Pol, so ist die Funktion f, die zu diesen Pe 
wegungen führt, eine Lösung der Differentialgleichung: 

leer aim 
af? 

Die Trennung der Variabelen ergibt: 


df' _ 2dkf+1) 


ne. 
woraus durch Integration folgt: 
f=O&f+1)% 


Nochmalige Integration ergibt: 
—1 
kf lerne 
Bestimmen wir die Integrationskonstante ©, so, daß in 
der Anfangsphase i=0 ein jeder Systempunkt Z sich im 
Punkte zZ befindet. Dies ist, wie aus der Bewegungs- 
gleichung folgt, der Fall, wenn: 


ol, 
Kor 


. also: 


oe 


Hiernach heißt die gesuchte Funktion: 
Ct 
De 
Welches sind die bei diesen Bewegungen beschriebenen 
Bahnkurven? Wir beschränken uns darauf, die Bahnkurve des 
Systempunktes {=0 zu ermitteln. Dieselbe war bekanntlich 
gegeben durch: z—k?f. 


Setzt man hierin die obige Funktion ein, wobei: 
Geste 
so folgt durch Trennung von Reellem und Imaginärem und 
durch Elimination des Parameters t: 
0,(&2+Yy°) + ,kx — c,ky=0. 

Dies ist die Gleichung eines Kreises, der durch den Pol 
— k,0 hindurch geht; nach einem früheren Satze gehen dann 
sämtliche Bahnkreise durch diesen Pol, und wir erhalten den 
folgenden 

Satz: Liegt der Beschleunigungspol dauernd in 
einem der Verwandtschaftspole, so vollführen die 
Systempunkte eine durch die Funktion 

f= Ct:(1— kÖt) 
bestimmte kreislinige Bewegung; hierbei gehen die 
sämtlichen Bahnkreise durch den anderen der Ver- 
wandtschaftspole. 

Die Gleichung (1) gestattet die Untersuchung der Be- 
schleunigung eines Systempunktes ohne Rücksicht auf seine 
momentane Lage. Näher hingegen liegt es, ebenso wie im 
vorangehenden Kapitel bei der Geschwindigkeit die Gresamt- 
heit der augenblicklichen Beschleunigungen zu untersuchen, 
die in einem beliebig herausgegriffenen Augenblicke zu der 
Gesamtheit der Systempunkte gehört. Die Gesamtheit dieser 
Beschleunigungen, in einem festen Punkte als Vektoren an- 
getragen, ergibt dieBeschleunigungsphase, die zur System- 
phase gehört. 

Um zu der Verwandtschaft zwischen Systemphase und 
Beschleunigungsphase zu gelangen, hat man in Gleichung (1) 


Ber An 


den Systempunkt Z£ durch den entsprechenden Punkt 2 zu er- 
setzen. Zu diesem Zwecke löse man die Bewegungsgleichung 
nach Z auf, also: gar 

Bar 


und setze diesen Ausdruck in Gleichung (1) ein; dann erhält 
man als Verwandtschaftsgleichung in komplexen Koordinaten: 

Nee 
(2) Te RER a RER TEN 


und in reellen Koordinaten: 
x" — [2 2(a?— b°) —4yab — a‘) (X — y’— KR?) 
— [2 y(a?— 5b?) +4xab —b'} 2xy, 
y" = 12 x (a? — b?) — Ayab — a2 xy 
+2 y(a?— b?) + 4xab — b') (2? — y?— Kk?), 
wobei ersetzt ist: 
a—= (Ap'— By'):(4?+ BY), A=1—-K(p— y’), a"—=da:dt, 
—=(Ay'+Bop'):(4?+B%9), B=2Kkopy, v—dabaat 
Der Einfachheit wegen ersetzen wir in der Verwandt- 
schaftsgleichung (2) die Funktion f und ihre Ableitungen f’undf“ 
durch andere Größen. Ist nämlich z, bez. z) die momentane 
Greschwindigkeit bez. Beschleunigung im Punkte z=0, d.h. 
die momentane (reschwindigkeit bez. Beschleunigung des 
Systempunktes, der in dem betrachteten Augenblicke im 
Punkte z2=0 gelegen ist, so ist es möglich, mit Hilfesder 


(2a) 


Beziehungen: — pefı 
HT mp_1’ 
„Selena are) 
M— 


MN) 
aus Gleichung (2) f, f, f“ zu eliminieren. Auf diese Weise 
erhält man den folgenden 
Satz: Die zwischen einer Systemphase und der 
zugehörigen Beschleunigungsphase bestehende Ver- 
wandtschaft läßt sich auf die Form bringen: 
2 2% 


® "el 


und in reellen Koordinaten: 


ki" — (2 y) — Ay Bay) y°— be) 
(32) — 2 y@& — 40) + 42909 My) 28Y, 

ky" = (2 0(a, — Yo) — 4 YyRoyo— Kr} 2 2Y 

+12 yo — yo) + 42 — K’yor (@— y’— RP), 
wobei = ı+tiy, bez. 3=x-+ty, die momentane Ge- 
schwindigkeit bez. Beschleunigung im Mittelpunkte 
des Systems bedeuten. 
Als Beschleunigungspol ergibt sich: 


k2zU 
ZB . 
a 


Führt man schließlich noch in den Gleichungen (3) und (3a) 
den Beschleunigung'spol 23 (X, yg) ein, so ergibt sich die Ver- 
wandtschaftsgleichung in folgender Form: 


(4a) "(2 2) — 


und in reellen Koordinaten: 
kt" — 12 (0, — Yo )(® — 88) — ko yoly — YB)} (@®— Y?— R?) 
(4a) — 12 (2 — yo )(y—YB)+4myol@— 2B)}2 2Y, 
kiy" — 12 (8 — Yo) — 25) — dyoly — YB)} 2 0Y 
+12 (20 — yo )Y — YB) +4 80 Yol® — xB)y (@’— y’— RP). 
Bei den folgenden Betrachtungen werden wir hauptsächlich 
von den Gleichungen (4) und (4a) ausgehen. 


82. 

Untersuchung der Verwandtschaft zwischen System- 
phase und Beschleunigungsphase: Gruppierung ent- 
sprechender Punkte. 

Zwischen der Systemphase z und der zugehörigen Be- 
schleunigungsphase 2’ besteht die Verwandtschaft: 
KEz% 


Le mie vn 74 2 DR Pe 
2’ — 2,2? — k'r2 + k?z, nt. 


Die Verwandtschaft ist hiernach eine konforme. Einem 
Werte z ist ein Wert 2” zugeordnet, während einem Werte z” 


RN LEW 


im allgemeinen drei Werte 2 entsprechen: 2,, 2, 2,; nach 
obiger Gleichung genügen diese der Beziehung: 


1 1 
3; Atat+t2)=32;- 


Der Punkt a‘ ist der Schwerpunkt des Dreiecks, das von 


den Punkten +%k, —k, z, gebildet wird. Somit erhalten wir 
den folgenden 

Satz: Zwischen der momentanen Lage der System- 
punkte und ihren augenblicklichen Beschleunigungen 
besteht eine konforme, drei-eindeutige Verwandt- 
schaft; die Punktetripel,' die auf diese Weirsenoıg 
Beschleunigungen zugeordnet sind, bilden die Eck- 
punkte von Dreiecken, welche gemeinsamen Schwer- 
punkt haben, nämlich den Schwerpunkt des Dreiecks, 
das der momentane Beschleunigungspol mit den 
Verwandtschaftspolen bildet. 

Es mögen nun einige Betrachtungen über die Gestalt der 
Dreiecke angestellt werden, deren Eckpunkte die Punkte mit 
momentan gleicher und gleichgerichteter Beschleunigung sind. 

Gibt es unter den Dreiecken gleichseitiger Um dies 
entscheiden zu können, bringen wir die Verwandtschafts- 
gleichung auf die reduzierte Form: 


ZB ? 2 2 ZB 2 p) 2 3 krz' 
va [a8 2 +z5%& 25 57?8 97m 0 
Sollen nun die Punkte 2, 2, 2, die einem Bunker 
entsprechen, die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks sein, 


so muß, da der Punkt 232, 


ist, die obige Gleichung, ın Bo) rein kubisch sein. 
Letzteres ist der Fall, wenn die folgende, übrigens von 2” 


ganz unabhängige Beziehung erfüllt ist: 

2,43 —=0, 

2,=+iky3, 

d.h. wenn eine Beschleunigungsphase vorliegt, in welcher der 


momentane Beschleunigungspol mit den beiden Verwandt- 
schaftspolen ein gleichseitiges Dreieck bildet. In diesem Falle 


der Schwerpunkt dieses Dreiecks 


also: 


=> Ug 


sind die sämtlichen Dreiecke gleichseitig, und eins von ihnen 
entartet in einen Punkt. Hiernach gilt folgender 


Satz: Unter den Dreiecken, deren Eckpunkte die 
Punkte mit momentan gleicher und gleichgerichteter 
Beschleunigung sind, gibt es in einer allgemeinen 
Phase kein gleichseitiges; "bildet hingegen der 
momentane Beschleunigungspol mit den beiden Ver- 
wandtschäftspölen'ein  Jleichseitiges Dreieck, so 
Bilden die sämtlichen Pünktetripel' gleichseitige 
Dreiecke, und eins von ihnen entartetin einen Punkt. 

Gibt es unter den Dreiecken solche, bei denen zwei 
Punkte zusammenfallen? Dazu bilden wir die Diskriminante 
der Verwandtschaftsgleichung; es ergibt sich 


1 1 a 
— 2 — 3 — — m — . 
& K’25— 9725 ee) ® 13 
Dieser Ausdruck ist in z” quadratisch; er verschwindet 


also in zwei im allgemeinen getrennt liegenden Punkten P 
und @, nämlich: 


j 4 2, 2 
nn (9 R— 22)+7 m SyR: 
und: 
z' 22 
ya, N 0 B (9 k? za 


Die ihnen entsprechenden DAR er er und 
DEOREO N sind: 


2 zZ EuER 
z=,—VR (Doppelpunkt), z= > +2yVR 


und: 
. = +Yy R (Doppelpunkt), z= n —2yR. 


Hierbei ist zur Abkürzung gesetzt: 
4: 12 
Bug 
Jene beiden Punktetripel liegen also in einer Geraden 
durch den Punkt 2525: Demnach erhalten wir den 
folgenden 


Herrmann, 4 


NE BO 


Satz: In einer allgemeinen Phase gibt es unter 
den Punktetripeln: zwei, bei: denen zwei. Punkte 
zusammenfallen; diese beiden Punktetripel liegen in 
einer geraden durch den gemeinsamen Schwerpunkt, 
und zwar liegen dıe beiden Doppelpunkte wie ge 
beiden einfachen Punkte symmetrisch zurjenem 
Schwerpunkt. ' (Verel. Lıgur 4) 


Die Verwandtschaftsgleichung kann auch in der Form 
geschrieben werden: 


4 2 °zg 2 2'2 2p\? 25 zB 
[2 ORT VB NV EL: Eee re 2 N. 
a a (Ih 2) ala 5 tAdz 7). 
Hiernach sind zwei Punkten 2, die symmetrisch zum 
Punkte 428 
27 k 
d. h. symmetrisch zum Mittelpunkt der Strecke P@ gelegen 
sind, zwei Punktetripel 2 zugeordnet, deren Punkte paarweise 


BD 
Fi nn! 


symmetrisch zum Punkte 2 — en liegen. Hieraus folgt der 

Satz: In einer jeden Phase sind ‘die von 
Punktetripeln gebildeten Dreiecke paarweise kon- 
gruent, und zwar liegen die Eckpunkte je zw... 
solcher Dreiecke paarweise symmetrisch zum ge- 


meinsamen Schwerpunkt. 


Die Verwandtschaftsgleichung vereinfacht sich offenbar, 
wenn die Beziehung gilt: 

4 2 

N 


Dies ist der Fall, wenn: 
2, = 9 


2, = ı3k, 


bez. 


d.h. in den Phasen, in denen der momentane Beschleunigungs- 
pol mit den beiden Verwandtschaftspolen so in einer (reraden 
liegt, daß einer der drei Punkte von den beiden anderen 
gleichweit entfernt ist. In diesen Fällen läßt sich die Ver- 
wandtschaftsgleichung auf die Form bringen: 


BI 2 PLA 


2 2 h 
ee = 2(2? —k?) 


bez. Yz2 ay ec 
2 U Ele FR? — AR, 
Hiernach gilt der folgende 
Satz: Liegt in einer Phase der Beschleunigungs- 
pol mit den beiden Verwandtschaftspolen so in einer 
Geraden, daß einer der drei Punkte von den beiden 


anllerenholeichweitwentierntnistinsolhabenaije zwei 
Systempunkte, die symmetrisch zum mittleren der 
drei. Pole liegen, momentan entgegengesetzt gleiche 
Beschleunigung, und umgekehrt gehören zu zwei 
entgegengesetzt gleichen Beschleunigungen zwei 
kongruente Tripel von Systempunkten, welche paar- 
weise symmetrisch zum mittleren der drei Pole 
liegen. 

Bemerkenswert ist hierbei die Phase, in welcher der 
Beschleunigungspol in der Mitte zwischen den beiden Ver- 
wandtschaftspolen gelegen ist; dann haben nämlich je zwei 
Systempunkte, die symmetrisch zum Beschleunigungspol liegen, 
augenblicklich gleiche und gleichgerichtete Geschwindigkeit, 
aber gleiche und entgegengesetzt gerichtete Beschleunigung. 

Schließlich seien diejenigen Punkte z“ ermittelt, deren 
entsprechende drei Punkte z entweder in einer Geraden liegen 
oder die Eckpunkte eines gleichschenkligen Dreiecks bilden. 

Setzen wir wie früher: 


FELGEN 1a 
a, 


ferner: a en 
Fo le 
und verlegen wir in den Ebenen z und z‘ das Koordinaten- 
system derart, dab: ae NE LESER 
& ein ger ze 
und: 4 zı?2 j 
SFR Sr -_ (Ik? — 22) zur wei@at 34) 


so nimmt die Verwandtschaftsgleichung die Form an: 


2 ki es 
Z? —3l Zu w—l), 
4* 


Sollen nun drei Punkte, die durch drei komplexe Größen 
Z, Za, Z, dargestellt werden, in einer Geraden liegen oder 
die Eckpunkte eines gleichschenkligen Dreiecks bilden, so 
müssen, falls der Schwerpunkt des Tripels im Punkte Z=0 
gelegen ist, jene drei Größen in beiden Fällen der folgenden, 
leicht einzusehenden Bedingung genügen: 


am (2, 2,2,” = am (ZZ, +2,24 +32)°4 x 


wobei das Symbol „am“ die Amplitude einer komplexen Zahl 
bedeutet. Im vorliegenden Falle ist 


k4 
2, 4,4, = 2: 
ZA+3Z4+232% = 30. 


Da hierbei a,, %k, ! reelle Größen sind, so erkennt man, 
daß obige Bedingung dann und nur dann erfüllt wird, wenn 
w reell oder rein imaginär ist, d. h. die Gresamtheit der ge- 
suchten Punkte z‘ liegt auf der Verbindungslinie der beiden 
Punkte P und Q und auf der Mittelsenkrechten derselben. 

Bilden wir diese beiden Geraden der Ebene 2” auf die 
Ebene z ab. Setzt man hierbei: 


Z=ÄHıY, 
so erhält man als Bilder jener Geraden je eine zerfallende 
Kurve 3. Ordnung, nämlich: 


Yr.—= (0 und 337 re 
X=0 und &° —3%° —-37 —=0: 


Da einem Punkte z“, der auf der Strecke P(Q gelegen 
ist, je ein Punkt der! Strecken 2,0, 330, 7, Q, enepı 
diese aber in einer Geraden liegen, so folgt, daß bei diesen 
Punkten z“ die entsprechenden Punktetripel in einer Geraden, 
und zwar sämtlich in der gleichen Geraden liegen. Weitere 
Punkte z“, bei denen dies der Fall ist, gibt es nicht, wie man 
aus der in Figur 4 angegebenen Zuordnung erkennt. Auf 
diese Weise erhält man den folgenden 


bez. 


Satz: Den Punkten 2“, die auf der ’Verbindunes 
linie der Punkte P und Q zwischen denselben ge_ 


EHEN 


legen” sind, entsprechen in der 2Z-Ebene Punkte- 
tripel, die sämtlich in einer Geraden liegen. Allen 
übrigen Punkten 2” der Geraden PQ sowie den 
Punkten z“ der Mittelsenkrechten auf PQ entsprechen 
Punktetripel, die die Eckpunkte von gleichschenk- 
lioen Dreiecken bilden, und zwar sind dieselben 
im ersteren Halle spitzwinklig, ım letzteren Falle 
stumpfwinklig. 
Die durch die ganze rationale Funktion 3. Grades: 
w=qaz?°+bz?--cz+d 
vermittelte Verwandtschaft zwischen zwei Ebenen ist ver- 
schiedentlich systematisch behandelt worden, z.B. von G. Holz- 
müller! und F. Lucas? Wir beschränken uns daher darauf, 
das Wichtigste kurz anzuführen. | 
Die Isogonalität wird gestört in den Punkten, in denen: 
dz' 
dz 
Aus der Verwandtschaftsgleichung 
It 
2 21,2 
kkdz" 
2212 dz 
Mi die 
224,2 dz? 


—=() bez. . 


3 5 2 
2 —2°— 2,2”  kztk?z, 


folgt: 
—=32°— 22,2 —k, 


—62—22,. 


Demnach handelt es sich um die Punkte: 


Z 23 %2 
se ONLEEE 


welche Verzweigungspunkte 1. Ordnung sind, und den Punkt: 
2==,00, 
welcher ein Verzweigungspunkt 2. Ordnung ist. Mittels der 


Verwandtschaftsgleichung erhält man die entsprechenden 
Punkte, nämlich die Windungspunkte 1. Ordnung: 


ı Theorie der isogonalen Verwandtschaften und der conformen Ab- 
bildungen, Leipzig (1882). 

? Geometrie des polynomes. Journal de I’Ecole Polytechnique 
XLVI, 1879. 


ER SL ER 


2 
di a GR—A)FZ Zu 
und den Windungspunkt 2. Ordnung: 
2 — 00, 

Die Riemannsche Fläche besteht also aus drei unbegrenzten 
Blättern 1, 2,3, die sämtlich im unendlich fernen Punkte und 
zu je zwei in den Punkten P und Q zusammenhängen, etwa 
im Punkte P die Blätter 1 und 2, im Punkte Q@ die Blätter 
2 und 3. Im Punkte P,, bez. in den Punkten P dessmr 
2. Blattes, ebenso im Punkte Q,, bez. in den Punkten @Q des 
2. und 3. Blattes findet Halbierung bez. Verdoppelung ent- 
sprechender Winkel statt, in den Punkten z=o bez. 2’"= 
Drittelung bez. Verdreifachung; im übrigen ist die Verwandt- 
schaft eine konforme. 

Man lege die Gerade durch die Punkte P und Q und 
wähle als Verzweigungsschnitt der Blätter 1 und 2 den von 
P ausgehenden Strahl, der Q nicht enthält, als Verzweigungs- 
schnitt der Blätter 2 und 3 den von @ ausgehenden Strahl, 
der P nicht enthält. Dann werden die den drei Blättern 
entsprechenden Fundamentalbereiche begrenz. durch die beiden 
Zweige der Hyperbel: 

3X? 7?—-3? — 
während die Gerade: vo 


denjenigen Teilen der Geraden durch die Punkte P und Q 
entspricht, die als Verzweigungsschnitte nicht in Betracht 
kommen (vergl. Fig. 4). 

Besondere Modifikationen können nur eintreten, falls die 
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung: 


zusammenfallen, also wenn die Diskriminante: 
25 +3’ — 
In diesem Falle läßt sich die Verwandtschaftsgleichung 
auf die rein kubische Form ut 


zu a iy3= (2 gi v3). 


TER EN 


Die beiden Windungspunkte 1. Ordnung fallen zu einem 
Windungspunkte 2. Ordnung zusammen, die beiden Ver- 
zweigungspunkte 1. Ordnung zu einem Verzweigungspunkte 
2. Ordnung, welcher der gemeinsame Schwerpunkt der von 
den Punktetripeln gebildeten gleichseitigen Dreiecke ist. 


Bezüglich entsprechender Kurven beider Ebenen sei auf 
die beiden oben erwähnten Arbeiten verwiesen. In denselben 
sind einige charakteristische Eigenschaften derjenigen Kurven 
angegeben, in welche bei der Abbildung mittels der ganzen 
rationalen (komplexen) Funktion n-ten Grades ein beliebiges 
Greradenbüschel bez. eine beliebige konzentrische Kreisschar 
übergehen, insbesondere finden sich bei F. Lucas für den 
Fall der Funktion 3. Grades die Bilder einiger besonders ein- 
fach gelegener Geradenbüschel und der dazu orthogonalen 
Kreisscharen. Auf einige dieser Beziehungen werden wir im 
folgenden näher eingehen, wenn wir die vorliegende Ver- 
wandtschaft in Hinsicht auf ihre kinematische Bedeutung 
betrachten. 


53, 


Fortsetzung der Untersuchung: Einige spezielle 
Fragestellungen. 


Wo liegen in einer Phase die Systempunkte, die momentan 
parallele Beschleunigung besitzen? Bezeichnen wir diese 
Richtung mit ß, so muß sein: 


U N 
—., —tan ß. 


Durch Einsetzen von x" und y“ folgt schließlich: 
a) @-22)-2 0 y-yn)}2ryoosß-(@-y*-k) “u 
+ 10° )Y-YB)+2%0Yyo(@- EB) 122 ysin B+(@’—y°—k?) cosß} 
Der gesuchte Ort ist also eine Kurve 3. Ordnung, welche 


durch die Verwandtschaftspole und den Beschleunigungspol 
hindurchgeht. Dieselbe hat stets dreireelle Asymptoten, welche 


durch den gemeinsamen Schwerpunkt der Punktetripel hin- 
durchgehen. Setzen wir wie früher: 


ia 
ee 


so sind die Asymptotenrichtungen: 


m 2, 
rn un x»—=0,1 2. 


Es läßt sich leicht zeigen, daß man die obige Kurve auch 
definieren kann durch die Beziehung: 


+9, +, =P—20,+2en, 
wobei %,,d%,.d, die Anomalien dreier Radii vectores bedeuten, 
die von den Punkten des Tripels ausgehen, das irgend einem 
Punkte der abgebildeten Greraden entspricht, also am einfachsten 
von den dreiPolen aus. Die Kurve ist also oo! Definitionen fähig. 

Verstehen wir mit Laguerre? unter der Orientierung 
einesSystems von Geraden die Summe der Winkel, die diese mit 
einer festen Geraden bilden, so sind die gefundenen Kurven 
der Ort der Punkte, von denen drei Geraden derart ausgehen, 
daß sie durch drei feste Punkte gehen und dabei ein System 
konstanter Orientierung bilden. 

Die, gefundenen -Kuryen werden. nach. Lucas als 
Stelloiden 3. Grades, nach Holzmüller als Hyperbeln 
3.Ordnung bezeichnet, und zwar als irreguläre Hyperbeln, falls 
die Punktegruppe, von der die Radii vectores ausgehen, kein 
gleichseitiges Dreieck bilden, andernfalls als reguläre Hyperbeln. 

Hiernach erhalten wir den folgenden 

Satz: In einer beliebigen Phase liegen die System- 
punkte, die momentan parallele Beschleunigung 
besitzen, auf einer Kurve 3. Ordnung der oben an- 
Pesebenen. rt. 

Wo liegen in einer Phase die Systempunkte, die momentan 
gleich große Beschleunigung besitzen? Bezeichnen wir diesen 
absoluten Betrag mit b, so muß sein: 


ee JENE IE} 


Durch Einsetzen von X” und y“ folgt schließlich: 


5 ks b2 
(2-23 + (y—-YB)} (a? +yP— 2a — yY)+kt)— 1 @2 + y9? 


1 G. Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven, 
1. Bd. (1910), p. 444. 
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Der gesuchte Ort ist also eine Kurve 6. Ordnung, welche 
die imaginären Kreispunkte zu dreifachen Punkten und die 
Pole zu außerordentlichen Brennpunkten hat. 


Im Grenzfall b=0 zerfällt dieselbe in das imaginäre 
Sechsseit, dessen Seiten die Verwandtschaftspole und den 
Beschleunigungspol mit den imaginären Kreispunkten ver- 
binden. 


Man erkennt leicht, daß man die obige Kurve auch 
definieren kann durch die Beziehung: 


kb 
ya on 
1) 
wobei r,, r,, r, drei Radii vectores bedeuten, die von den 
drei Polen ausgehen. 


Die gefundenen Kurven werden nach Lucas als Cassin- 
oiden mit 3 Brennpunkten, nach Holzmüller als Lemnis- 
katen 3. Ordnung bezeichnet, und zwar als irreguläre 
Lemniskaten, falls die drei Pole kein gleichseitiges Dreieck 
bilden, andernfalls als reguläre Lemniskaten. 


Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz: In einer beliebigen Phase liegen die System- 
punkte, die momentan gleich große Beschleunigung 
besitzen, auf einer trizirkularen Kurve 6. Ordnung dc, 
obensangepebenen Art. 


Die Kurven gleicher Beschleunigungsrichtung und die 
Kurven gleich großer Beschleunigung durchsetzen sich ortho- 
gonal, da die entsprechenden Kurven der Ebene z“ sich 
orthogonal durchsetzen und die Verwandtschaft zwischen der 
Ebene z und der Ebene z“ eine konforme ist. 


Wo liegen die Systempunkte, die momentan gleich große 
Tangentialbeschleunigung br bezw. Normalbeschleunigung by 
besitzen? Gibt a die Richtung der Geschwindigkeit im Punkte 
%, y an, so ist die Tangentialbeschleunigung bez. Normal- 


beschleunigung: br—=x" cosa+ty“ sin a, 


by=—x" sin a+y” cos a, 
und da: 


N 


Dosen: ve?+y®, 
Enaor ig: ve?+y:, 
so folgen die bekannten Beziehungen: 
br= (aa + y'yY)oyar+y®, 
bn= (X y" — ya): ya? + y. 
Unter Benutzung der früher ermittelten Größen erhält man: 
Kae" +y'y)=—2 (8-22) (Y-YBlyor a yP-RP+ARyPao+ Yo), 
ka’ y" ya) =— 2 (8-88) Yor (Y-YBl%or a? y’-RryP+4Rry?lao + Yo), 
Kar +) = (ey Br + AR Na + yo). 
Hiernach ergibt sich als Gleichung des gesuchten Ortes: 


k®br 
Vs a en ee le ee ua Biere) 
ez. k3b%, 


SERTRIEDSÄRF ERBE Er EN Cora au al mer rnegren 


Es handelt sich also in beiden Fällen um eine bizirkulare 
Kurve 6. Ordnung mit den vier imaginären Asymptoten: 


VERY 
und der reellen Doppelasymptote: 
(2 — 2) & — (y — YB) yo — 0 


(© — 23)y + (y — yB)o—d. 
Die Punkte: 


u ER Vaund DU Yr er lk 


sind also außerordentliche Brennpunkte beider Kurven. 


bez. 


Somit haben wir den folgenden 


Satz: Der Ort derSystempunkte,welche momentan 
gleich große Tangentialbeschleunigung bez. Normal- 
beschleunigung haben, ist je eine bizirkulare Kurve 
6. Ordnung, welche eine Doppelasymptote unter 
dem Winkel 90°-.a, bez. —o, durch den momentanen 
Beschleunigungspol hat und in den reellen und den 
imaginären Verwandtschaftspolen außerordentliche 
Brennpunkte besitzt. 


DINO 


Wir wollen zwei interessante Spezialfälle näher betrachten. 
Setzen wir nämlich: a 
or =0 


bez. by 0 


so zerfallen die Kurven 6. Ordnung in die zweifach zu 
zählende Gerade: 
(© — 28) © — (Y--YB)%—0 


bez. 
” (2 — &p) yo + (y— YB)m—=d0; 


und in die Kurve 4. Ordnung: 
(+ PP — 2 —y)+kt—0, 


welche in die beiden konjugiert imaginären Geradenpaare 
entartet, die durch die imaginären Kreispunkte gehen und 
sich in den vier außerordentlichen Brennpunkten schneiden. 

Sehen wir von diesem imaginären Vierseit ab, so erhalten 
wir den folgenden 

Satz: Der Ort der Systempunkte, deren augen. 
blickliche Tangentialbeschleunigung bez. Normal- 
beschleunigung gleich 0 ist, ist je eine Gerade; beide 
stehen auf einander senkrecht und’ gehen durch oa. ı 
momentanen Beschleunigungspol, die erstere unter 
dem: Winkel 902 —a,, die/letzterenunt. nede u Winkel 
— a,. (Vergl. Figur 5). 

Da ein Punkt, dessen Normalbeschleunigung momentan 
gleich O ist, sich notwendigerweise in einem Wendepunkte 
seiner Bahnkurve befinden muß, so können wir weiter folgern: 


Satz: Alle momentan beschriebenen Wendepunkte 
der Bahnkurven liegen auf einer Geraden unter dem 
Winkel —a, durch den momentanen Beschleunigungs- 
pol. 

Diese Gerade wollen wir in Analogie zum Wendekreis bei 
der Bewegung des starren und des ähnlich-veränderlichen 
ebenen Systems als Wendegerade bezeichnen. Die Gleichung 
derselben ist: 

(8 — ©5) yo+ (y — y5) 0 — 0 
oder auch: 
2 (wyb + yas) (ai + yo) — Re (ih — york) — 0. 


— 61 — 


Diejenigen Systempunkte, die bei der kreislinigen Be- 
wegung „Wendepunkte“ ihrer Bahnkurven beschreiben, müssen 
sich notwendigerweise auf Geraden bewegen. Somit ergibt 
sich aus dem obigen Resultat der im 1. Kapitel auf anderem 
Wege gefundene 

Satz: Die Systempunkte, die sich bei der kreis- 
linigen Bewegung auf Geraden bewegen, liegen in 
jedem Augenblicke auf einer Geraden der ange- 
gegebenen Art, 


Fig. 5. 


Was die Selbsthüllbewegungen anbetrifft, so genügt bei 
ihnen, wie wir gezeigt haben, der Beschleunigung'spol der 


Beziehung: BY + ya — 0. 


Dann heißt die Gleichung der Wendegeraden: 
zyHt+ yo —d. 
Dieselbe geht also in diesem Falle durch den Mittelpunkt 


des Systems, und wir erhalten den von G. Holzmüller! auf 
dem Wege der konformen Abbildungen gefundenen 


! Über die logarithmische Abbildung. Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 16 (1871). 


N 


Satz: Die Wendepunkte einer Schar gleich- 
winkliger logarithmischer Doppelspiralen liegen auf 
einer Geraden, der Asymptote der Schar. 

Wo liegen die Systempunkte, deren momentane Be- 
schleunigung und Geschwindigkeit dem absoluten Betrage 
nach in einem gegebenen Verhältnis stehen? Bezeichnen wir 
dieses Verhältnis mit x, so muß sein: 

u2 u2 
Fee uk 
Setzen wir wie früher: 
ntY%—=%; 
so erhalten wir die Gleichung: 
5 k2 x \2 
@- 2) + yo (FE) 

Hiernach erhalten wir den folgenden 

satz: Der Ort der Systempunkte, deren aus 
blickliche Beschleunigung und Geschwindigkeit dem 
absoluten Betrage nach in einem gegebenen Ver- 
hältnis «x stehen, ist der Kreis mit einem Radius 
(k?x:2a,) um den momentanen Beschleunigungspol. 

Wo liegen die Systempunkte, bei denen die Beschleunigung 
mit der Geschwindigkeit momentan einen gegebenen Winkel 
einschließt? Bezeichnen wir diesen Winkel mit A, so muß sein: 

tan 1. 


Setzen wir wie früher: 


so erhalten wir die Gleichung: 
(2 — Xp) sin (A — a,) — (Y— YB) cos A — a). 

Hiernach erhalten wir den folgenden 

Satz: Der Ort der Systempunkte, bei denen ne 
Beschleunigung mit der Geschwindigkeit augen- 
blicklich einen gegebenen Winkel A einschließt, ist 
die Gerade durch den momentanen Beschleunigungs- 
pol unter dem Winkel A gegen die Wendegerade. 


er ge 


Für A=0 bezw. = erhält man hieraus die früheren 


Resultate: Ort der Punkte, deren momentane Normal- 
beschleunigung bez. Tangentialbeschleunigung gleich O ist. 

Wo liegen die Systempunkte, die in bezug auf einen 
gegebenen Punkt gleich großes Beschleunigungsmoment 
haben? Wir bezeichnen den gegebenen Punkt mit u,v, das 
Moment mit M. Die senkrechte Entfernung der Beschleunigung 
im Punkte x, y vom Punkte u, v ist: 


TANTE TNN, 
Hiernach ist der gesuchte Ort gegeben durch die Be- 
ziehung: 


(u — 2) y"— w—y)c"—=M. 
Durch Einsetzen von &“ und y“ erhält man: 


12 (@0 Yo NE) 80 yo(y- ya tu-r)22y-(w-yNaer-yP-ky\ 7, 
+2 (8° -yoy—Yz) + 4a y, (5) y)22y + (up) 

Es handelt sich hiernach um eine Kurve 4. Ordnung, 
welche durch die imaginären Kreispunkte geht. Die reellen 
Asymptoten sind: 


CB — U 


a u El 


und: 
CB NW 


2, )n-W- 7 1n=0. 


Dieselben sind also parallel und senkrecht zur Wende- 
geraden. Die Kurventangenten in den imaginären Kreis- 
punkten haben die Gleichungen: 

c+tiy=u-tiv. 
Dieselben haben den reellen Schnittpunkt: 
Ber, 
d. h. der gegebene Punkt ist außerordentlicher Brennpunkt 
der Kurven. Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz:ı Der Ort der Systempunkte, die in bezug 
auf einen gegebenen Punkt u, v momentan gleiches 
Beschleunigungsmoment haben, ist eine zirkulare 


k®M. 


er 


Kurve 4. Ordnung, die zwei Asymptoten parallel und 
senkrecht zurWendegeraden durch den Punkt; (w»—u), 
= (yB-®) besitzt und. die im gegebenen, Punks 
außerordentlichen Brennpunkt hat. 


Setzt man insbesondere: 
Mi, 


so erhält man den Ort der Systempunkte, deren momentane 
Beschleunigung durch den Punkt u, v hindurchgeht. In diesem 
Falle geht die gefundene Kurve durch den Punkt u, v, die 
Verwandtschaftspole und den Beschleunigungspol. 


Setzt man weiter: 
U—pscos DB, o—o and, 
und läßt man oe unendlich groß werden, so geht die Kurve 
4. Ordnung über in die Kurve 3. Ordnung: 


4 


(80 = Y6 Na RE) 280 Yoly—yB)) \2rycosß-(-yP-R)sinp}| _ 
+ (20 - Yo y-YB) +28 y0(@-23)}{22ysin B+ (xy?) cosß}] 
Dies ist in der Tat die Gleichung der Hyperbel 3. Ordnung, 


die wir früher als Ort der Punkte mit momentan paralleler 
Beschleunigung gefunden haben. 


Für 
U=X%XB,; U=YB 


läßt sich die Kurvengleichung auf die Form bringen: 
(@ — 2)" + (y— YB)?} (Xoyol@® — y? — KR?) + (00 — Yo )8y) — 0. 


Ein ganz analoges Zerfallen der Kurve 4. Ordnung findet 
statt, wenn der Punkt u, v einer der Verwandtschaftspole ist. 


Hiernach gilt der folgende 

Satz: Die Systempunkte, deren momentane, 
schleunigung durch einen der drei Pole hindurenz 
liegen, von diesem Punkte selbst abgesehen, aut der 
gleichseitigen Hyperbel, welche durch die beiden 
anderen Pole geht und deren Asymptoten parallel 
und senkrecht zur Wendegeraden durch den Mittel- 
punkt ‘der: Verbindungslinie "dieser! beiden” Punkte 
gehen. | 


DERNAREN Si 


S 4. 
Fortsetzung der Untersuchung: die Einhüllende der 
Wendetangenten. 


Bekanntlich gehen bei der Bewegung des starren und des 
ähnlich-veränderlichen ebenen Systems die sämtlichen Wende- 
tangenten in jedem Augenblicke durch einen Punkt hindurch, 
der auf dem Wendekreis diametral zum Momentanzentrum 
gelegen ist, den sog. Wendepol. Eine derartige Beziehung 
besteht im einförmigen kreisverwandt-veränderlichen System 
nicht, von einer ganz speziellen Phase abgesehen; die Gresamt- 
heit der Wendetangenten umhüllt vielmehr in jedem Augen- 
blicke einen Kegelschnitt, wie im folgenden gezeigt werden soll. 

Bezeichnen wir die variabelen Koordinaten mit X, Y, so 
ist die Schar der momentanen Wendetangenten gegeben durch 
die Gleichung: 

Y-y _ @=-yP- M)y+2ay 


Ne ra Ye 2 arfy) 


wobei zwischen x und y die Beziehung besteht: 
2% — 9% 
Heine 
2 +4 

Ehe wir die Einhüllende der obigen (Greradenschar er- 
mitteln, führen wir in diesen beiden Gleichungen in Hinsicht 
auf die Diskussion des Ergebnisses an Stelle der Größen x;, %, 
x, y, andere Bestimmungsstücke ein, nämlich: 

4 + + 


(ee FIoHT, ERTL, Oharr 77 MERTER 
LoY — Io %Y% — Yo 


wobei 4, %, die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 
bedeuten, der zu dem augenblicklich im Systemmittelpunkt 
beschriebenen Bahnelement gehört. Dann heißt die Gleichung 
der Geradenschar: 


(5) Y-y _—-@—- P?—- M)w+t2xyvo 
X—x (22 — k)vy +2 2yW 


wobei zwischen & und y die Beziehung besteht: 


(6) 2 (WE —UyY)+R—0. 


Herrmann. 5 


Er ar 
Führen wir die folgenden Abkürzungen ein: 
(X) + I Yy)vor @-yP RR) A-2)V- (I y)u22y=foY) 
2 We U YN)Rr—aY), 
so: ist. die Beziehung zu ermitteln: 


ar ah _ at Ah 
0x 0y 0x%>:0Y ’ 
und zwar erhält man: 


(Xy— Ya) +0) + — YP— K)uw Ft xy (lw — vu). 
Sodann sind aus dieser Gleichung und den Gleichungen (5) 


und (6) die Koordinaten x und y zu eliminieren. Um dies 
bequem durchführen zu können, leiten wir aus den obigen drei 


Gleichungen zunächst die folgenden her: 
2 (WC —Uuy)tK&®=0, 
22 —-Ay)w tw) + Ru +WwY) tr —0, 
(Xy — Ya} (X) + (FT Yo) +ay Xu + 10. 
Ermittelt man nun aus den beiden ersten Gleichungen & 
und % und substituiert diese Werte in die letztere Gleichung, 


so ergibt sich: x? y2 
Pain T PR-aun — 1. 
4 (U + v2) 4 (U + vn) 


Bringen wir diesen Kegelschnitt mit der Wendegeraden 
zum Schnitt, so zeigt sich, daß letztere eine Tangente des 
Kegelschnittes ist; als Berührungspunkt findet man: 


Dieser Punkt P spielt übrigens, wie wir im 4. Kapitel 
sehen werden, in der Verwandtschaft zwischen der System- 
phase und der Phase der Krümmungsmittelpunkte eine Rolle. 

Der Kegelschnitt hat, wie man leicht erkennt, die beiden 
Verwandtschaftspole zu Brennpunkten und ist eine Ellipse, 
Doppelgerade, Hyperbel, je nachdem: 


2 > 
d. h. je nachdem der Krümmungskreis, der momentan zum 


Mittelpunkte des Systems gehört, die beiden Verwandtschafts- 
pole ausschließt, durch einen derselben hindurchgeht, einen 


derselben einschließt. Um dieses Kriterium noch allgemeiner 
auszusprechen, berücksichtigen wir die folgende Eigenschaft 
der Krümmungskreise, die wir später in der Krümmungstheorie 
herleiten werden: Liegen in einer Phase des einförmigen 
Systems die beiden Verwandtschaftspole auf der gleichen 
Seite bez. auf verschiedenen Seiten der Peripherie irgend 
eines Krümmungskreises, so liegen sie auf der gleichen Seite 
bez. auf verschiedenen Seiten der Peripherie bei sämtlichen 
Krümmungskreisen der Phase. 

Hiernach gilt der folgende 

Satz: Die Bahntangenten in den momentan durch- 
laufenen Wendepunkten umhüllen einen Kegelschnitt, 
der die beiden Verwandtschaftspole zu Brennpunkten 
Datsundrderseins»Kllipseinöder einesHyperbelist, je 
nachdem die beiden Verwandtschaftspole auf der 
gleichen. Seite oder auf verschiedenen Seiten der 
Peripherie irgend eines Krümmungskreises gelegen 
sind, der zu der Phase gehört, oder auch: je nachdem die 
beiden VerwandtschaftspoleaufdergleichenSeite oder 
auf verschiedenen Seiten der Wendegeraden liegen. 

Vergl. hierzu Fig. 6a und 6b. 

Geht einer der Krümmungskreise durch einen der Ver- 
wandtschaftspole, so entartet der Kegelschnitt, wie schon 
erwähnt, in eine Doppelgerade, nämlich in die Verbindungs- 
linie der beiden Verwandtschaftspole. Doch ist dieselbe nicht 
mehr als Einhüllende der Wendetangenten aufzufassen, da 
letztere in diesem Falle ein Geradenbüschel bilden. Da man 
jedenfalls die Wendetangenten auch als Krümmungskreise 
auffassen kann, so müssen jene, falls ein Krümmungskreis 
durch einen der Verwandtschaftspole hindurchgeht, ebenfalls 
durch diesen Punkt hindurchgehen. In der Tat, setzen wir: 


UI, 
so ergibt sich als die Schar der Wendetangenten: 
(X+k)(2e+k)w, —-Y(e+k)v,=0, 
wobei die Wendegerade die Gleichung hat: 
(@-+k)u, -yv,—). 
5* 
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Die Wendetangenten bilden also ein Geradenbüschel durch 
den Verwandtschaftspol + %, 0, während die Wendegerade 
durch den Verwandtschaftspol + %, 0 hindurchgeht. Somit 
haben wir den folgenden 

Satz: Geht die Wendegerade durch den einen der 
Verwandtschaftspole, so gehen die sämtlichen Wende- 
tansenten AQurch den anderen. 

In diesem Falle gibt es also einen „Wendepol“. 

Aus den vorangehenden beiden Lehrsätzen lassen sich 
durch Spezialisierung einige weitere Beziehungen folgern. 

Da bei der kreislinigen Bewegung die Schar der momen- 
tanen Wendetangenten dauernd die gleiche ist, nämlich die 
Schar der geradlinigen Bahnkurven, so erhalten wir den folgenden 

Satz: Bei der kreislinigen Bewegung hüllt die 
Gesamtheit der geradlinigenBahnkurven einenKegel- 
schnitt ein, dessen Brennpunkte die Verwandtschafts- 
pole sind und der eine Ellipse oder eine Hyperbel ist, 
je nachdem die beiden Verwandtschaftspole auf der 
gleichen Seite oder auf verschiedenen Seiten der 
Peripherie irgend eines Bahnkreises gelegen sind. 
Geht hingegen ein Bahnkreis durch einen der Verwandtschafts- 
pole, so ist dies auch bei sämtlichen geradlinigen Bahnkurven 
der Fall. 

Da bei der kreislinigen Bewegung die Systempunkte, die 
sich auf Geraden bewegen, in jedem Augenblicke auf einer 
Geraden liegen, so folgt weiter der 

Satz: Bei der kreislinigen Bewegung gibt es eine 
einzige Systemgerade, deren Phasen die Tangenten 
eines Kegelschnittes bez. die Geraden eines Geraden- 
büschels sind, je nachdem usw. 

Greifen wir irgend zwei Phasen der kreislinigen Bewegung: 
heraus, so können wir dieselben als zwei mit einander kreis- 
verwandte Systeme auffassen, deren selbstentsprechende Punkte 
die Verwandtschaftspole sind; somit erhalten wir den von 
H. Siebeck! auf anderem Wege gefundenen 


! Die Brennpunkte eines Kegelschnittes als solche Punkte der Ebene 
aufgefaßt, in welchen je zwei entsprechende Punkte zweier kreisverwandter 


BE ae 


Satz: Die beiden selbstentsprechenden‘ Punk 
zweier kreisverwandter Systeme sind die Brennpunkte 
desjenigen Kegelschnittes, der von den Verbindungs- 
linien zweier entsprechender gerader Punkgerr a 
umhüllt wird. 

Was allgemein die selbsthüllenden Bewegungen anbetriftt, 
so gilt bei denselben: 

%%— Yo — N. 

Unter dieser Bedingung folgt als Einhüllende der Wende- 

tangrenten die Hyperbel: 
> Y: 


[RE SIR Yy° 
X” + Yo‘? %o + Yo‘? 


an 


oder: 
X? y2 | 
(k cos a)? (k sin @)? FB, 


wobei a, die Beweguungsrichtung im Mittelpunkte des Systems 
angibt. Demnach erhalten wir den folgenden 


Satz: Bei einer Schar gleichwinkliger logarith- 
mischerDoppelspiralen umhüllen die Wendetangenten 
diejenige Hyperbel, deren Brennpunkte die beiden 
asymptotischen Punkte der Schar sind und die die 
Asymptote der Schar als Asymptote besitzt. 


Systeme vereinigt sind. Archiv der Mathematik und Physik (Grunert), 
33. Teil (1859), Art. XXX. 


Viertes Kapitel. 


Die Krümmungstheorie im einförmigen kreisverwandt- 
veränderlichen System. 


Seal, 
Die Krümmungsmittelpunkte der Bahnkurven. Eigen- 
schaften der Krümmungskreise. 
Der Krümmungsmittelpunkt einer Kurve in einem Punkte 
EU SıSt: 
a2 + y'2 
——— ai: ‘ a 
(1) uU-% Y ey ya? 


Setzt man hierin: 


2 + y'2 


ne a 


_ EHRE) + EHRE 
(w-yn+l?+wE+tom: 


_ v4) NR+y)— 1n+ Kay 


N 
J (pE—yn+ De+ wert gn? 
da d?x dy d2y 
ee ae ehe u Po 
a aa Ye da 


so erhält man den Krümmung'smittelpunkt der Bahnkurve 
eines Systempunktes &, n ohne Rücksicht auf die momentane 
Lage des letzteren. Wir wollen hingegen, ebenso wie bei 
den Betrachtungen über die Geschwindigkeit und die Be- 
schleunigung nicht einen einzelnen Systempunkt durch die 
Phasen einer vorgelegten Bewegung verfolgen, sondern wir 
betrachten die Gesamtheit der momentanen Krümmungsmittel- 
punkte, die in einem beliebig herausgegriffenen Augenblicke 
zu der Gesamtheit der Systempunkte gehört. 


Zu diesem Zwecke setzen wir in den Gleichungen Ay die 
früher gefundenen Ausdrücke ein: 


NN 


Ra—= — (2? —- YP—k)x,+2xXyY; 
By (a y’— RK) y—20yR, 
kat (Br (a2 yo) —Ayasyı — Real) (2 y2— MR) 
— 2 y(00°— Yo) + 4200 Yo — k’yor 28%, 
kiyt— 2w(8— Yo) — 4YyRoyo — K’%o 2EY 
+ {2 y(a9° — yo) + 4anoyn — yo) @— Y’—R}). 

Dann erhalten wir als Krümmungsmittelpunkt in einem 
Punkte x, y, d.h. als Krümmungsmittelpunkt desjenigen Bahn- 
elementes, das von dem momentan im Punkte x, y befindlichen 
Systempunkt beschrieben wird: 

+ ye)yo(agr+ Yo) — Pal. yo — Yo) + K?yo &+ Yo” 
” 2 (@yo + YRo) (0? + 402) — Mr aoy0 — 90%) 
+ Yang (wg? + Yo) — Kry la Yo — Yo%o) — Ko (@y+ Yo”) 
2 (a yo + Ya) (&9”+ Yo) — A? l&. Yo — Yo%0) 


) 


Ferner ergibt sich als Krümmungsradius: 


Ver+ yı2? yver- y2— K2)2+ 402 y2 


ST g@y + ya) + ya) + ray yorh) " 


Diese Beziehungen lassen sich vereinfachen, indem man 
an Stelle der Größen x&, %, %, y andere Bestimmungsstücke 
einführt; setzt man nämlich: 

y N Yo) i RR + Yo”) 
nahe N au 


, 


so erhält man den folgenden 


Satz: Die zwischen einer Systemphase und der 
zugehörigen Phase der Krümmungsmittelpunkte be- 
stehende: Verwandtschaft läßt sich auf die 20 


bringen: u,(x2+y2) + k20 + keu, 


2 (u, — %,Y) + k? : 
Ve Ua y) Lheykao, 
2 U Yy)+R2 


wobei u, v, die Koordinaten des Krümmungsmittel- 
punktes bedeuten, der momentan zum Mittelpunkte 
des Systems gehört. 


Als Krümmungsradius ergibt sich dann: 


Vu+o y@2-y?— k24+ 4a2y® 
el — 2 — v,y) — k2 


Bei den folgenden Betrachtungen werden wir im all- 
gemeinen von den letzteren Gleichungen ausgehen. 

Bezeichnen wir die laufenden Koordinaten mit X, Y, so 
erhalten wir als Gleichung‘ des Krümmungskreises, der zu dem 
momentan im Punkte &, y durchlaufenen Bahnelement gehört: 


+ Pu 2uy+ BR} 2X {u at) + RR (ct) | 
Nur) rRytod that yt2ur + 2UY 
Der unendlich ferne Systempunkt der Phase hat hiernach 
den Krümmungskreis: 
2X UF) K=0, 
also diejenige Parallele zur Wendegeraden, die die gleiche 
Entfernung wie letztere vom Mittelpunkt des Systems besitzt. 
Betrachtet man in der Gleichung des Krümmungskreises 
die Variabelen X, Yals konstant und die Konstanten x, y als 
variabel, so ergibt sich die Gleichung eines Systemkreises, 
der, falls die Beziehung gilt: 
2A - UI) R—=0, 
in eine Systemg’rerade übergeht. Die sämtlichen Punkte jenes 
Systemkreises bewegen sich also momentan auf Bahnelementen, 
deren Krümmungskreise durch jenen Punkt X, Y hindurch- 
gehen. Als Radius jenes Systemkreises findet man: 
var VyR-Y2—- 22 +4X2Y2 
m 3m X-v, Yı—R 


Derselbe ist also stets reell und verschwindet nur in den 
Verwandtschaftspolen. Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz: Die zu einer Phase des einförmigen Systems 
gehörigen Krümmung'skreise erfüllen die Ebene der- 
art, dab durch einen jeden Punkt X, Y der letzteren 
oo! Krümmungskreise gehen, und zwar liegen die 
Systempunkte, zu denen diese Krümmungskreise 
gehören, wieder auf einem Kreise durch den Punkt 


RR A. ug EL 


X, Y, auf einer Geraden nur dann, wenn der Punkt 
X, 7 auf derjenigen‘ Parallelen zur Wendever 
liegt, die die gleiche Entfernung wie’ letzteresvon 
Mittelpunkt des Systems besitzt. 

Eine weitere Beziehung tritt ein, wenn die Wendegerade 
durch den Mittelpunkt des Systems geht; dann fällt der 
Krümmungsmittelpunkt “,, v, ins Unendliche derart, daß die 


Beziehung besteht: + y = 0. 


In diesem Falle läßt sich die Gleichung des Krümmungs- 
kreises auf die Form bringen: 

KH)yetny) -yL—a)\ 5 
-e+P)y Kt — a) 

Vertauschen hierin X, Y und &,y ihre Rollen, so erhält 
man den nämlichen Kreis. Demnach ergibt sich mit Rück- 
sicht auf das vorang’ehende Ergebnis der folgende 

Satz: Geht die Wendegerade durch den Wie 
punkt des Systems, so liegen die oo! Systempunkte, 
deren momentane Krümmungskreise durch einen ge- 
gebenen Punkt hindurchgehen, aut dem zuge, 
Punkte gehörigen Krümmungskreise. 

Da, wie früher gezeigt wurde, bei den Selbsthüllbewegungen 
die Wendegerade dauernd durch den Mittelpunkt des Systems 
geht, so folgt hieraus der von G. Holzmüller aurazr 
Wege der konformen Abbildungen gefundene 

Satz: Bei einer Schar gleichwinkliger logarı 
mischer Doppelspiralen geht durch jeden Punktaer 
Ebene: für jede dieser Kurven ein und num 
Krümmungskreis. Die Berührungspunkte sämtlicher 
dieser Krümmungskreise liegen auf einem Kreis, 
dem Krümmungskreise der durch jenen Punkt genen. 
den Doppelspirale für denselben. 

Man bilde die Potenz der reellen Verwandtschaftspole 
in bezug auf den zu einem Punkte x, y gehörigen Krümmungs- 


ı Über die logarithmische Abbildung. Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 16 (1871). 


kreis. Setzt man zu diesem Zwecke in der auf O reduzierten 
Gleichung desselben: z—+k y=9, 


so ergibt sich ein Ausdruck, der sich auf die folgende Form 
bringen läßt: [(& # k)? + y®\ {k? F 2u,k) 
2 (U, — v,Y) + KR? 

Hierbei ist im Zähler der erste Faktor für alle beweg- 
lichen Systempunkte eine von O0 verschiedene positive Größe, 
der zweite Faktor bedeutet die Potenz des betreffenden Ver- 
wandtschaftspoles in bezug auf den Krümmungsskreis: 


X?’+7?’—2u,X—2u,1=0, 
der momentan zum Mittelpunkte des Systems gehört. 
Die analogen Beziehungen gelten in bezug‘ auf die imagi- 
nären Verwandtschaftspole: 


N IN N 
Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz: Geht in einer Phase des ’einförmigen 
Systems irgend ein Krümmungskreis durch einen 
dersVerwandtschaftspole bez durch beide, so’ gehen 
sämtliche Krümmungskreise dieser Phase durch jenen 
Verwandtschaftspol bez. durch beide. 

Bilden wir ferner das Produkt der Potenzen der beiden 
Verwandtschaftspole in bezug auf den Krümmungskreis, so 
erhalten wir: 

| {@— k)? + y°} ((e+M)*:-+y?} (k?— 2uok} (A? + 2u,k) 
{2 (up — vyy) + k?}? 

Dieser Ausdruck ist positiv oder negativ, je nachdem 

das Produkt: IK Bu klika au kl 


positiv oder negativ ist. Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz, Liegensiinleinerı Phase ‚des einförmigen 
Systems die beiden Verwandtschaftspole auf der 
gleichen Seite bez. auf verschiedenen Seiten der 
Peripherie irgend eines Krümmungskreises, so liegen 
dieselben auf, der gleichen Seite bez. auf ver- 
schiedenen Seiten der Peripherie bei sämtlichen 
Krümmungskreisen der Phase. 


ET 


Da bei den Selbsthüllbewegungen die Wendegerade 
dauernd durch den Mittelpunkt des Systems geht, so folgt 
schließlich der bekannte 

Satz: Die Krümmungskreise einer jeden logarith- 
mischen Doppelspirale umschließen stets den einen 
der asymptotischen Punkte, nie den anderen. 


St 
Untersuchung der Verwandtschaft zwischen System- 
phase und Phase der Krümmungsmittelpunkte: Grenz- 
kurve, Doppelkurve, Hauptelemente 


Während wir bei der Untersuchung der konformen Ver- 
wandtschaften, welche zwischen einer Systemphase einerseits, 
der Geschwindigkeitsphase und der Beschleunigungsphase 
andererseits bestehen, das Unendlich-Ferne der Ebenen 2 (x, y), 
2’ (a, y'), 2" (x, y‘) als Punkt aufgefaßt haben, wollen wir 
bei der Untersuchung der nieht konformen Verwandtschaft 
zwischen einer Systemphase und der Phase der Krümmungs- 
mittelpunkte von einer unendlich fernen Greraden der Ebene 
x, y und der Ebene 4, v sprechen. 

Nach den Verwandtschaftsgleichungen ist einem Punkte z, y 
im allgemeinen ein Punkt u, v eindeutig zugeordnet; um- 
gekehrt entsprechen einem Punkte u,» Punkte x, y, die sich 
als Schnittpunkte der durch die Verwandtschaftsgleichungen 
dargestellten Kreise ergeben. Demnach gilt der folgende 

Satz: Zwischen einer Systemphase und der zuge 
hörigen Phase der Krümmungsmittelpunkte bestent 
eine im allgemeinen zwei-eindeutige Verwandtschaft, 
und zwar vom zweiten (Grade. 

Die zwei-eindeutigen Verwandtschaften, insbesondere vom 
2. und 3. Grade sind untersucht von de Paolis! und von 
R. Sturm?; den vorliegenden Fall, bei dem die absoluten 


! Atti della R. Accademia dei Lincei. Ser. IH, Memorie, Bd. 1 und 2. 
Drei Abhandlungen. 
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Punkte des einfachen Feldes Hauptpunkte sind, bringt dePaolis 
in Zusammenhang mit der nicht-euklidischen Geometrie. 
Eine wesentliche Modifikation der oben angegebenen 
Zuordnung tritt, wie sich aus den Verwandtschaftsgleichungen 
ergibt, in zwei besonderen Phasen ein, die wir zunächst erledigen 
wollen, nämlich wenn gleichzeitig gilt: 
%W=0 und = 


bez. 
v,=0 und w=», 


d.h. wenn der Krümmungskreis, der momentan zum Mittel- 
punkte des Systems gehört, in die Verbindungslinie der beiden 
reellen bez. imaginären Verwandtschaftspole entartet. Dann 
gehen die Verwandtschaftsgleichungen über in: 


2 2% _—_ 2 
Ve), ver 5 
bez. RER 
er u ® N 


DE 


In diesen Fällen ist die Gesamtheit der Punkte u, v auf 
einer Geraden gelegen, nämlich der Geraden u=0 bez. v=0, 
und die ein-zweideutige Zuordnung geht in eine ein-unendlich- 
vieldeutige über. Einem jeden Punkt x, y ist ein Punkt u, v 
auf jenen Geraden zugeordnet; insbesondere den Punkten 
y=(0 bez. <=0 sowie der unendlich fernen Geraden (d. i. dem 
unendlich fernen Systempunkte) der unendlich ferne Punkt 
jener Geraden. Umgekehrt entsprechen einem Punkte der 
Geraden u=0 bez. v=0 unendlich viele Punkte x, y, welche 
auf einem Kreise liegen, der jenen Punkt u, v als Mittelpunkt 
besitzt und zu dem einen oder anderen der Kreisbüschel 
gehört, die die reellen bez. imaginären Verwandtschaftspole 
als Grundpunkte besitzen. 

Demnach erhalten wir den folgenden 


Satz: In denjenigen beiden Phasen, in denen die 
Krümmungskreise das durch die reellen oder imagi- 
nären Verwandtschaftspole als Grundpunkte be- 
stimmte Kreisbüschel bilden, geht die betrachtete 
ein-zweideutige Verwandtschaft in der angegebenen 
Weise über iin eine ein-unendlichvieldeutige zwischen 


ER RS 
den Punkten einer Geraden und den Punkten einer 


Ebene. 


Von diesen beiden besonderen Phasen sei im folgenden 
abgesehen. 


Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Die zu einem 
Punkte u, v gehörigen Punkte x, y sind bestimmt als Schnitt- 
punkte der beiden Kreise, die durch die Verwandtschafts- 
gleichungen dargestellt sind. Diese Schnittpunkte brauchen 
aber nicht durchweg reell zu sein. Um diese Realitätsver- 
hältnisse erörtern zu können, ermitteln wir die Diskriminanten- 
kurve der Verwandtschaft, d. h. diejenige Kurve der Ebene 
u, v, welche die (rebiete mit reellen entsprechenden und mit 
imaginären entsprechenden Punkten x, y trennt. 


Als Diskriminante zweier Kreisgleichungen: 
a +y) +6, te ytd=0 
0, +y)+b,2+0,y4+d,—0 
hatten wir den folgenden Ausdruck gefunden: 
I 4(a, b, ng b,)(6, di, er b, d,) 2 4(q, u c) (e d, 0 d,) 
— 4(q, d, 0, d,)” T (b, an b, c)”. 
Im vorliegenden Falle ist: 
„= tu, d=-2wmwutl, =-2uU d =K(u,—u), 
,—=—V,, »=-2wV, ,=2vuv +, d=MRW, - v). 


Durch Einsetzen dieser Werte ergibt sich: 


D U 
a (uw +v) (au? +Bv*)+ktap, 
wobei gesetzt ist: a—=k’+4v,, 


B=k’ — Aus. 


Sind “, und v, reelle Größen, so ist, von den beiden 
bereits erledigten speziellen Phasen abgesehen, a stets eine 
positive Größe, während £ alle reellen Werte annehmen kann. 
Die Diskriminante verschwindet also in den Punkten eines 
Kegelschnittes, welcher, wie man leicht erkennt, die Ver- 
wandtschaftspole zu Brennpunkten besitzt und der eine 


imaginäre Ellipse, eine Doppelgerade, eine Hyperbel ist, je 
p=0. 


Um diese Beziehung geometrisch deuten zu können, 
schreiben wir den Koeffizienten $ in der Form: 


nachdem: 


B= 5 (®—2u,h)(k’+2u,h) 


Hieraus erkennt man, daß derselbe, von dem Faktor 1: %? 
abgesehen, aufgefaßt werden kann als das Produkt der 
Potenzen der Verwandtschaftspole + k, 0 in bezug auf den 
Krümmungskreis: 


X?+ 17? —2uX—- 2u, Y =, 


der momentan zum Mittelpunkte des Systems gehört. Die 
(Grestalt des gefundenen Kegelschnittes hängt also davon ab, 
wie jener Kreis in Hinsicht auf die beiden Verwandtschafts- 
pole verläuft. Schließt er beide Pole aus, so ist ß positiv, 
also die Diskriminantenkurve eine imaginäre Ellipse; schließt 
er einen der Pole aus, den anderen ein, so ist ß negativ, also 
die Diskriminantenkurve eine Hyperbel. Schließlich berück- 
sichtigen wir die früher bewiesene Beziehung: Liegen die 
beiden Verwandtschaftspole auf der gleichen Seite bez, auf 
verschiedenen Seiten der Peripherie irgend eines Krümmungs- 
kreises, so liegen sie auf der gleichen Seite bez. auf ver- 
schiedenen Seiten der Peripherie bei sämtlichen Krümmungs- 
Ereren,zdie zu der Phase gehören,  Hiernach erhalten wir 
den folgenden 


Satz: Bei der betrachteten Verwandtschaft ist im 
doppelten Felde u,v die Grenzkurve ein Kegelschnitt, 
der die Verwandtschaftspole zu Brennpunkten hat 
und der eine imaginäre Ellipse oder eine Hyperbel 
ist, je nachdem die beiden Verwandtschaftspole auf 
der gleichen Seite oder auf verschiedenen Seiten der 
Peripherie irgend eines Krümmungskreises liegen, 
der zu der Phase, gehört, 


Betrachtet man also nur reelle Systempunkte, so erfüllen 
die Krümmungsmittelpunkte der momentan beschriebenen 


Na 


Bahnelemente im ersteren Falle die ganze Ebene, und einem 
jeden entsprechen zwei reelle und getrennt liegende System- 
punkte; im letzteren Falle liegen die Krümmungsmittelpunkte 
im Innern und auf der Peripherie der erwähnten Hyperbel; 
im Innern ist die Zuordnung reell ein-zweideutig, auf der 
Peripherie reell ein-eindeutig. 

Vergleichen wir die Grenzkurve mit der Einhüllenden der 
momentanen Wendetangenten. Als Gleichung der letzteren 
war gefunden: 

4ıw+vu)(PpX?+aY?)— KRaß=0, 
während erstere die (Jleichung hat: 
4w+wW)lau+BvV?)+kap=t. 

Beide Kegelschnitte sind also konfokal und ihre Asymp- 
toten stehen paarweise auf einander senkrecht; ist ersterer 
eine reelle Ellipse oder eine Hyperbel, 'so ist letzter 0. 
imaginäre Ellipse oder eine Hyperbel. 

(seht die Wendegeerade durch den Mittelpunkt des Systems, 
so fällt der Punkt u, ®, ins Unendliche, wobei die Beziehung 


besteht: tun. 
In diesem Falle erhält man als Grenzkurve die Hyperbel: 
Er — yo) = Bra 
oder auch: x 
u? 0 v2 eg 
(ksin «,)2? (kcosa,) 


wobei a, die momentane Bewegungsrichtung im Mittelpunkte 
des Systems angibt. Hiernach gilt der folgende 


Satz: Die Krümmungsmittelpunkte einer Schar 
gleichwinkliger logarithmischer Doppelspiralen liegen 
im Innern und auf der Peripherie derjenigen Hyperbel, 
deren Brennpunkte die asymptotischen Punkte der 
Schar sind und deren eine Asymptote senkrecht zur 
Asymptote dern Schar ist. 

Ermitteln wir nun die Transformierte der Grenzkurve, 
den Ort der zusammenfallenden Bildpunkte x, y, die sog. 
Doppelkurve. Ersetzt man zu diesem Zwecke in der 


Gleichung der Grenzkurve die Koordinaten «4, v mittels der 
Verwandtschaftsgleichungen durch die Koordinaten x, y, so 
erhält man: 


+(u? +02) {aIE + BI) + RaßW?—0, 
wobei gesetzt ist: 
I =w@&+y)+Rl&+ Un), 
IL=—-v&e+y)+Rly+v), 
W=2(ux — v,y) + R?. 


Verlegt man den Koordinatenanfang in den Punkt P: 


den sog. Fundamentalpunkt der obigen Kurve, so erkennt 
man, dab letztere in folgender Weise zerfällt: 


ie Up Lug + k?\® u Aush? Aug —hyavg tk)? _ 
Ta ur TI ro Aut) | 


Hiernach handelt es sich um einen doppelt zu zählenden 
Kreis um den oben erwähnten Punkt P. Übrigens ist dies der 
nämliche Punkt, in welchem die Wendegerade die Einhüllende 
der Wendetangenten berührt. 


Der gefundene Kreis muß durch die beiden Punkte 
hindurchgehen, in denen die Wendegerade die Asymptoten 
der Einhüllenden der Wendetangenten schneidet; denn diese 
beiden Punkte entsprechen den unendlich fernen Punkten der 
Grenzkurve. Bringen wir die Geraden: 


2er —-UyY+R=0, 
2° (k? — du) + y° (k? +40) — 0 
zum Schnitt, so erhalten wir: 
— WA +) tu Vans — kY(Av + kN) 
2(u2 + v2) ; 


 — %(4uZ — k2) + u, Yl4uz — k2)(4v} + k?) 
Luz: 2(u2 + v3) 


Me 


)) 


und dies sind in der Tat die Endpunkte eines Durchmessers 
des obigen Kreises. 


Herrmann. 6 


BEN 


Hiernach erhalten wir den folgenden 

Satz: Die Doppelkurve im einfachen Felde 2, Yy 
ist ein doppelt zählender Kreis um denjenigen Punkt 
P, in welchem die Wendegerade die Einhüllende der 
Wendetangenten berührt; dieser Kreis &eht dürch 
die Schnittpunkte der Wendegeraden mit den Asymp- 
toten jener Enveloppe. 

Setzt man insbesondere: 


nn =, 
so geht die Gleichung der Transformierten über in: 


Hr — My) =. 

Hiernach gilt der folgende 

Satz: Geht die Wendegerade durch den Mittel- 
punkt des Systems, so geht die Doppelkurve une u 
die zur Wendegeradenn senkrechte Asymntote der 
Grenzkurve (z. B. bei einer Schar gleichwinkliger logarith- 
mischer Doppelspiralen). 

Greht die Wendegerade durch einen der Verwandtschafts- 
pole, so 'entartet die Doppelkurve in ‘diesen Verwandtschafts- 
pol, während die Grenzkurve in eine Gerade übergeht; doch 
treten dann weitere Beziehungen auf, worauf wir an anderer 
Stelle eingehen werden. 

Bestimmen wir nun die Hauptelemente der Veerwandt- 
schaft, ‘d. h. diejenigen Punkte beider Felder, denen ganze 
Kurven entsprechen, und die ihnen entsprechenden Kurven. 

Welchen Punkten &, y entsprechen unendlich viele Punkte 
u,v?p Machen wir die Verwandtschaftsgleichungen homogen, 
so erkennen wir, daß u, v unbestimmt werden, wenn die Be- 
ziehungen bestehen: 

ur ++ Ro +Ru,w— 0, 
vu, + y?) — yo — KRv,o® —0, 
U zu Nor Ko —V. 
Diese Gleichungen haben auf alle Fälle die Lösungen: 


2), Des 


ARE EN 


Es handelt sich also um die imaginären Kreispunkte. Um 
die ihnen entsprechenden Kurven zu ermitteln, leiten wir aus 
den Verwandtschaftsgleichungen durch Eliminieren der quadra- 
tischen (lieder die weitere Beziehung ab: 

Wut ur) 2(We—-UyY)+kr = Ri, ctHUuYyt 2UVH- 

Setzt man hierin die Koordinaten der Kreispunkte ein, 
so erhält man den folgenden 

Satz: Im einfachen Felde &,y sind die imaginären 
Kreispunkte Hauptpunkte der Verwandtschaft; ihnen 
korrespondieren im Felde u, v die zur Wendegeraden 
senkrechten Hauptgeraden: 

k 


2 
vurur = tiz- 


Nach de Paolis sind jene Punkte Hauptpunkte 
BrstemwsArt 

Das obige Gleichungssystem hat in speziellen Phasen 
noch weitere Lösungen, nämlich wenn: 


(k? — 4u2)(k?+4v}) — 0, 


l : 
I Med a ta On 


d. h. wenn die Krümmungskreise durch einen der reellen 
bez. imaginären Verwandtschaftspole hindurchgehen; dann er- 
gibt sich die weitere Lösung: 


DER VDE U y art, 


Es handelt sich also in jedem Falle um denjenigen Ver- 
wandtschaftspol, (durch den die Wendegerade :hindurchgeht. 
Man erkennt leicht, daß in diesem Falle auch die beiden 
durch die Verwandtschaftsgleichungen dargestellten ‚Kreise 
durch diesen Punkt hindurchgehen, daß also unsere Verwandt- 
schaft in eine birationale übergeht, worauf wir später aus- 
führlich zurückkommen werden. 

Welchen Punkten u, v entsprechen unendlich viele Punkte 
x, y? Da letztere bestimmt sind als Schnittpunkte der beiden 
durch die Verwandtschaftsgleichungen dargestellten Kreise, 
so wird im allgemeinen obiger Fall eintreten, wenn jene 
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Kiez, 
beiden Kreise identisch sind. Durch Vergleichen entsprechen- 
der Koeffizienten ergeben sich die folgenden Bedingungs- 
gleichungen: 

2u, Wu + UV) Ev, =, 

2v, ut ur) + ku, =, 

Yu WU —2Ud, =. 


Diese drei Gleichungen haben die Lösung: 


vutwr—=)I, w—=(. 


BERNER Ha 


Diese Beziehung hätte man auch aus der Gleichung der 
Potenzlinie der beiden durch die Verwandtschaftsgleichungen 
dargestellten Kreise ablesen können; nämlich die Grerade: 

2(u +v3)y + v(Aug— Kr) _ 2Uu, (du + UV) — vyk? 
2(u3 + v3) + u(4v2 + KR?) — 20,(du + UV) + Wok? 


wird für den angegebenen Punkt u,v unbestimmt. 

Hiernach erhält man den folgenden 

Satz: Im doppelten Felde u, v ist der unendlich 
ferne Punkt P‘ der zur Wendegeraden senkrechten 
Richtung der einzige Hauptpunkt; von den beiden 
Imsiımwhelde., y korzrespondierenden Punkten wird 
der eine unbestimmt und beschreibt eine Hauptkurve, 
nämlich die unendlich ferne Gerade, während der 
andere derjenige Punkt P ist, in welchem die Wende- 
gerade die Einhüllende der Wendetangenten berührt. 

NachzdesPaolis-ist2 jener Bunkt P%y ein Hauptpunkt 
erster Art, da nur der eine ihm korrespondierende Punkt 
unbestimmt wird. 

Über die beiderseitige Zuordnung der Ebenen im Un- 
endlichen gilt also allgemein: 

Jedem Punkte &, % der unendlich fernen (Gseraden ent- 
spricht der unendlich ferne Punkt v,v der zur Wendegeraden 
senkrechten Richtung. Einem unendlich fernen Punkte u, v 
entsprechen zwei im allgemeinen getrennt liegende Punkte x, y 
der Wendegeraden; insbesondere dem unendlich fernen Punkte 
u, v der zur Wendegeraden senkrechten Richtung die un- 
endlich ferne Gerade sowie der Mittelpunkt der Doppelkurve; 
den beiden unendlich fernen Punkten u, v der Grenzkurve je 
zwei zusammenfallende Punkte der Wendegreraden, nämlich 
die Schnittpunkte der letzteren mit der Doppelkurve. 

Hiermit ist die punktweise Zuordnung beider Ebenen 
vollständig klargelegt, und es lassen sich aus derselben die 
Beziehungen zwischen entsprechenden Kurven folgern, wie sie 
R. Sturm! allgemein für die quadratische zwei-eindeutige 
Verwandtschaft angibt. 


’ Die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften, 4. Band (1909), 
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Sa 
Fortsetzung der Untersuchung: Koinzidenzpunkte. 
Die verbundene Verwandtschaft. Ein birationaler 
Spezialfall. 


Falls die Felder &, y und u, v gemeinsame Lage haben, 
so liegt es nahe, die Koinzidenzpunkte zu ermitteln. Zu diesem 
Zwecke setzen wir: z=u y-v. 


Dann: ergibt sich aus den Verwandtschaftsgleichungen: 
u —y—k)—20,27y=0, 
ve —-yP?—-kK)+2uX0y=0. 
Hiernach handelt es sich allein um die Punkte: 
= tk, y-0 und z=0, y--ık 

d.h. um die reellen und die imaginären Verwandtschaftspole. 

Hiermit sind wir jedoch nicht zu der Gesamtheit der 
Koinzidenzpunkte gelangt, denn eine zwei-eindeutige Ver- 
wandtschaft 2. Grades muß deren bekanntlich im allgemeinen 
fünf besitzen. Denn da das (reradenbüschel durch den Punkt P 
der Ebene x, y und das Geradenbüschel durch den Punkt P° 
der Ebene u, v projektiv sind, so müssen die Koinzidenzpunkte 
jedenfalls auf dem Kegelschnitt liegen, welcher durch jene 
Büschel erzeugt wird. Diesem Kegelschnitt, als Kurve der 
Ebene u, v aufgefaßt, korrespondiert, nach Absonderung der 
unendlich fernen Geraden, die dem Punkte P’ entspricht, eine 
Kurve 3. Ordnung der Ebene x, y, die durch den Punkt P 
geht. Der Kegelschnitt und die Kurve 3. Ordnung schneiden 
sich in 6 Punkten, unter denen P enthalten ist; die übrigen 
5 Punkte sind Koinzidenzpunkte. 

Der durch die projektiven Geradenbüschel erzeugte Kegel- 
schnitt, als Kurve der Ebene u, v aufgefalst, hat die Gleichung: 


IR 
(U,U — vv) (VU-+ U,v) = kru,d, 
welche Gleichung man am einfachsten findet, indem man aus 


den Verwandtschaftsgleichungen die quadratischen Glieder 
eliminiert und hierauf setzt: 


ZU, 


SI N 


Die dem Kegelschnitt entsprechende Kurve 3. Ordnung 
hat die Gleichung: 


Wr t+Wyt+2U VW tv) Rt y?) + ku —v,Yy) tkm —vo)} 
= uU 2 UY)+tRy. 
Beide Kurven schneiden sich in den 6 Punkten: 
Del elite: 
VCcHWY=I), w=0; 


Up 405 — k? Auer 
TREE En ER ERT 


Als fünfter Koinzidenzpunkt ist also der Punkt P’, zur 
Ebene x, y gerechnet, anzusehen. 


Somit haben wir den folgenden 


Satz: Die reellen und die imaginären Verwandt- 
schafltspole sowie der unendlich ferne Punkt der zur 
Wendegeraden senkrechten Richtung‘, zur Ebene %,%Y 
gerechnet, fallen mit dem korrespondierenden Punkt 
der Ebene u, v zusammen. 


Diese Beziehung gilt natürlich nicht umgekehrt; rechnet 
man jene fünf Punkte zum Felde u, v, so fällt von den beiden 
entsprechenden Punkten &, y im allgemeinen nur je einer mit 
ihnen zusammen. 

Da einem Punkte u, v zwei Punkte x, y entsprechen, so 
erhalten wir, indem wir diese Punktepaare betrachten, eine 
der untersuchten zwei-eindeutigen Verwandtschaft verbundene 
involutorische eindeutige Verwandtschaft im Felde &, y. Bei 
letzterer sind also diejenigen beiden Punkte in beiderlei Sinne 
entsprechende Punkte, die dem nämlichen Punkte des Feldes 
u, v korrespondieren. Bekanntlich hatten wir gefunden, dab 
die Greraden des Büschels durch den Punkt P der Ebene &, y 
und die Geraden des Büschels durch den Punkt P‘ der Ebene 
u, v einander umkehrbar eindeutig zugeordnet sind, dab also 
beide Büschel projektiv sind. Hieraus folgt: Bei der ver- 
bundenen involutorischen Verwandtschaft sind die Punkte der 
Ebene &, y derart gepaart, daß sich auf jedem Strahle durch 
den Punkt P eine Involution verbundener Punkte befindet. 


TORE 


Die Verwandtschaft hat die Doppelkurve als Basis, den Punkt 
Pals Zentrum. Hauptpunkte sind der Punkt P und die beiden 
absoluten Punkte, Hauptgeraden die unendlich ferne Gerade 
und die beiden absoluten Strahlen durch den Punkt P. 


Hiernach gilt der folgende 


Satz: Die der untersuchten Verwandtschaft im 
Felde &, y verbundene involutorische eindeutige 
wandtschaft ist die Kreisinversion, deren Basis der 
Doppelkreis und deren Zentrum der Mittelpunkt des 
letzteren ist. 


Es sei darauf hingewiesen, daß der Punkt P zwar ein 
Hauptpunkt der eindeutigen involutorischen Verwandtschaft 
ist, nicht aber ein Hauptpunkt der zwei-eindeutigen Verwandt- 
schaft; bei letzterer entspricht ihm allein der Punkt P'. 

Erwähnt sei insbesondere die Phase, in der die Wende- 
gerade durch den Mittelpunkt des Systems geht; dann geht 
die Doppelkurve über in die doppelt zählende, zur Wende- 
geraden senkrechte Asymptote der Grenzkurve, und 
Punkt P fällt in den unendlich fernen Punkt der Wende- 
geraden. In diesem Falle geht also die Kreisinversion über 
in eine Symmetrie bezüglich jener Asymptote; demnach gilt 
der folgende 


Satz; Geht die Wendegerade durch den Mo 
punkt des Systems, so ist die verbundene involuto- 
rische Verwandtschaft eine orthogonale Symmetrie 
bezüglich der zur Wendegeraden senkrechten Asymp- 
tote der Grenzkurve. 


Auf die Bahnkurvenscharen der Selbsthüllbewegungen 
angewandt, bei denen bekanntlich die Wendegrerade dauernd 
durch den Mittelpunkt des Systems geht, folgt der 

Satz: Bei einer Schar gleichwinkliger logarith- 
mischer Doppelspiralen sind die Krümmungskreise 
paarweise konzentrisch derart, daß die zugehörigen 
Kurvenpunkte symmetrisch liegen zu der durchge 
Mittelpunkt der Schar gehenden, zur Asymptote der 
Schar senkrechten Geraden; 


er 


Da bei der kreislinigen Bewegung die Krümmungskreise 
dauernd die gleichen sind, nämlich die Bahnkreise, so folgt 
schließlich der 

Satz: Bei der kreislinigen Bewegung bewegen 
sich die Systempunkte im allgemeinen paarweise auf 
konzentrischen Bahnkreisen derart, daß jene Punkte- 
paare in jedem Augenblicke durch eine Kreisinversion 
verbunden sind. 

Es sind nun noch die bereits angedeuteten Entartungs- 
fälle der zwei-eindeutigen Verwandtschaft zu untersuchen, 
welche eintreten, wenn die Beziehung gilt: 


(Au) +4v})=0, 
neun 9u—+k bez. un —tik. 


Greifen wir den Fall heraus: 
2 =k, 
so können wir die Verwandtschaftsgleichungen auf die Form 


bringen: _k (@+kj2+y2 
ie ke—2v,y+k2’ 


er v, (a? + y? =. k2) + k2y 
K— 20,4 + k2 


Dieselben sind in der Tat rational umkehrbar, und zwar 


erhält man: k(Av2u2— k2v2) + kt(Qu— k) 


gr (20,uU + kv)2+ ki Ti 
2 2k2u(2v,u +kv— 2v,k) 
Ya (2v,u + kv)2+ kt ! 


Ganz analog gestalten sich die übrigen Fälle. 
Hiernach erhalten wir den folgenden 


Satz: Gehen die Krümmungskreise durch einen 
der reellen bez. imaginären Verwandtschaftspole, so 
geht die zwei-eindeutige Verwandtschaft 2. Grades 
zwischen Systemphase und Phase der Krümmungs- 
mittelpunkte über in eine quadratische Cremona- 
transformation. 


BEER VRREN 


Ermitteln wir schließlich die Hauptelemente dieser biratio- 
nalen Verwandtschaft. Bezeichnen wir hierbei die homologen 
Hauptpunkte mit A, und B,, 4, und 5,, A, und B,, wobei 
also jedem von zwei homologen Hauptpunkten die Gegen- 
seite des anderen entspricht, so erhalten wir die folgende 
Zuordnung: 


Hauptpunkte der Ebene &,y: Korrespondierende Hauptgeraden: 


4)z+iy=0, 0 B,B,;) 21,u + k(w—ık)—=0 

4) c—-iy=0V, o=0 B,B,) 21, u+k(w+ik)=0 

A,)z=—k, y-0 DB.) Du) 
Hauptpunkte der Ebene w,v: Korrespondierende Hauptgeraden: 

B)u=0, v=-—ik AA) c—iy+k=0 

B,)u=0, ve-+tk u, ct+iy+k=0 

B,) 2, u+kv=0, =0 Zu) w—0. 


Ganz analog gestalten sich die übrigen Fälle. Es ergeben 
sich also als Eckpunkte des Hauptdreiecks in der Ebene &, y: 
die beiden absoluten Punkte und derjenige Verwandtschafts- 
pol, durch den die Wendegerade geht; in der Ebene u, v: 
die beiden imaginären bez. reellen Verwandtschaftspole und 
der unendlich ferne Punkt der zur Wendegeraden senkrechten 
Richtung; die beiderseitige Zuordnung zwischen den Haupt- 
punkten und den Hauptgeraden ist durch obige Zusammen- 
stellung klargelegt. 


Bd: 


Die höheren Berührungen der Bahnkurve mit 
Tangente und Krümmungskreis. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung für eine 
dreipunktige Berührung der Bahntangente in einem Punkte 
Zu cheiht: yet yet —0. 

Es war früher ermittelt: 

Kay ya) — ey’ +ARryP)2(layo + Yo) (Ro + Yo) 
— ra Yo — YoRo)}- 


Ey 


Hierbei konnten wir von dem ersten Faktor auf der 
rechten Seite absehen, da derselbe, gleich 0 gesetzt, das 
schon mehrfach erwähnte imaginäre Vierseit ergibt, dessen 
Seiten sich in den reellen und den imaginären Verwandtschafts- 
polen und in den imaginären Kreispunkten schneiden; der 
andere Faktor, gleich O0 gesetzt, ergibt eine Gerade unter 
dem Winkel — a, durch den momentanen Beschleunigungspol, 
wenn a, die momentane Bewegungsrichtung im Mittelpunkt 
des Systems angibt. Es gibt also in jedem Augenblick »t 
dreipunktig‘ berührende Bahntangenten, die Wendetangenten, 
und ihre Berührungspunkte liegen auf einer Geraden, die wir 
als Wendegerade bezeichnet haben. 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für eine 
vierpunktige Berührung der Bahntangente in einem Punkte 


naımheiben: zy" ya" —=0 


y ya: 

Um den letzteren Ausdruck ermitteln zu können, haben 
wir uns zunächst die Größen x und y‘“ zu verschaffen. 
Differenziert man die Bewegungsgleichung dreimal nach dem 
Parameter t und ersetzt man sodann den Systempunkt & durch 
den ee Punkt z, so erhält man: 

Re EFF ARR— NAHEN?) 
(k?f?—1)3 
Führen wir nun, wie früher die Größen 25 und 2%, zur 
Abkürzung die Größe z, ein, so erhalten wir die einfachere 


ee 
£ 


Beziehung: 
ke" — (? — KR)? +6Ranz— kn). 

Aus dieser Gleichung ergeben sich durch Trennung von 
Reellem und Imaginärem die Größen x“ uad y“, mit deren 
Hilfe man nach einigen Rechnungen erhält: 

Bea — ya“) 

( EHEN + Ne \ 
\-6 (0° +) R:(ayo yet) ae Vor) 

Von dem ersten Faktor auf der rechten Seite können wir 

hierbei wie früher absehen. Die Bedingungen für eine vier- 


= (et PR) + 422?) 


REGINE N 


punktige Berührung der Bahntangente in einem Punkte x, Y 
sind also das gleichzeitige Bestehen der beiden Gleichungen: 


a: UN 

%2 Lo Yo = YoRXo _g 
J / NE 5) 
a 


12x - yP)+H12 (Er yd)ay— sk ayi + ya) + It —g, 


2 / 
a Rn 


2 (ey + yo) — 


Die durch die erste Gleichung dargestellte Gerade ist 
eine Asymptote der durch die zweite Gleichung dargestellten 
gleichseitigen Hyperbel; beide Kurven haben also im allge- 
meinen keinen endlichen Punkt gremeinsam, und wir erhalten 
den folgenden 

Satz: In einer allgemeinen Phase’ gibt esıurgs 
lichen keine vierpunktig..berührende Bahntanee 

Eine Ausnahme hiervon machen die Phasen des Systems, 
in denen die Bedingung erfüllt ist: 


BONN | SFR] DENN, 


3 (Yo — YoRo)Xo%o + YoYo) — (2 + Yo 0% — YoXo) — 0. 

Dann entartet die obige gleichseitige Hyperbel in ihre 
Asymptoten, hat also mit der Wendegeeraden oo! Punkte ge- 
meinsam; die sämtlichen Wendepunkte gehen in Undulations- 
punkte, die Wendetangenten in Undulationstangenten 
über. Welcher Art die hierbei in Betracht kommenden 
Phasen sind, werden wir sogleich aus der folgenden Betrachtung 
über den vierpunktig berührenden Krümmungskreis erkennen. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für eine 
vierpunktige Berührung des Krümmung'sskreises der Bahnkurve 
inseinem, Lunkte 2,7) heist: 


ey — ya) +yyN) (ar + y?)eiy" — yo”) — 0. 
Mit Hilfe der früher ermittelten Ausdrücke: 
Kay" — ya) - Aa Y’— Ey HANDY u) 
— Roy —Yoro)tı | 
Keaa yy) = — ar yP— RP? + Aa y) (2 (a — YYyo) (Ro + Yo) 
— (a0, + YoYo)lı 
kt(ac”? ae y") N ((&2 2; y° a. k2)2 . 4.22 y?\ (2 +yß) 


erhält man schließlich: 


SER REN 


Ray" — yar)eia + y'yY) ar yA)lay"— yir“) 
— (ey) +aReyer? 3 l0yo — YoXo) (EoXo + YoYo 
(+) a He). 

Der erste Faktor verschwindet nur in den Punkten des 
erwähnten imaginären Vierseits, während der zweite Faktor 
von &, y ganz unabhängig ist und eine bloße Konstanten- 
beziehung darstellt. In einer allgemeinen Systemphase gibt 
es also keinen vierpunktig berührenden Krümmungskreis; 
hingegen findet im ganzen System vierpunktige Berührung 
statt, wenn: 


dd 


3 (20 Yo — YoXo) (Ro&o + YoYo) — (X + Yo) (@0Yo — YoR) — 9; 
d.h. wenn der zum Punkte = 0, y—=0 gehörige Krümmungs- 
kreis das zugehörige Bahnelement vierpunktig‘ berührt. 

Aus diesem Ergebnis folgt sofort das vorangehende über 
die vierpunktig berührende Bahntangente als spezieller Fall, 
und wir haben folgenden 

Satz: In einer allgemeinen Phase. gibt es keine 
vierpunktig berührende Bahntangente und keinen 
vierpunktig berührenden Krümmungskreis; berührt 
hingegenirgend ein Bahnelement seinen Krümmungs- 
kreis vierpunktig, so ist dies bei sämtlichen Bahn- 
elementen der Fall, und die Wendetangenten gehen 
in Undulationstangenten über. 

Da, wie im 1. Kapitel gezeigt wurde, die sämtlichen 
momentan durchlaufenen Bahnelemente (und demnach auch 
die zugehörigen Krümmungskreise) entsprechende Kurven 
in kreisverwandten Systemen sind, welche die Verwandtschafts- 
pole als selbstentsprechende Punkte besitzen, so läßt sich 
hieraus ohne weiteres die Richtigkeit des obigen Satzes 
folgern, denn bei der Kreisverwandtschaft bleibt die Eigen- 
schaft der Krümmungskreise ‚erhalten. Hiernach folgt schlieb- 
lich der allgemeinere 

Satz: Berührt in einer Phase des einförmigen 
Systems irgend ein Bahnelement seinen Krümmungs- 
kreis n-punktig, so ist dies bei sämtlichen momentan 
durchlaufenen Bahnelementen der Fall. 
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